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概 要

最近著者らが行った,乱流におけるデータ同化の影響についての直接数値シミュレー
ション (DNS)による研究 [K. Yoshida, J. Yamaguchi, and Y. Kaneda, Phys. Rev.
Lett. 94, 014501 (2005)]を紹介する. Taylorマイクロスケールに基づくReynolds数
Rλ で 179までのDNSにより, ある臨界波数 k∗以下のモード（大きい渦）の時々刻々
の正しいデータがあれば, それより高波数のモード（小さい渦）のデータは, たとえ
初期において失われていても, 時間が経つにつれ「再生」されることが示された. ま
た臨界波数は Kolmogorov長 η ≡ (ν3/ε)1/4, ただし εは平均エネルギー散逸率, ν は
動粘性係数, を用いて k∗ ≈ 0.2η−1と表せることが分かった.

1 背景
乱流において, 流れ場は初期条件や境界条件に敏感に依存することが広く知られている.

例えば, Batchelorは文献 [1]の中で以下のように記している. 「…ある種の流体運動にお
いて, 流体中の与えられた時間, 位置の速度は, 殆ど同じ条件下で何度か測定を行っても,

測定の度に異なる値を示す. 」乱流のこの敏感性は, その予測可能性の限界に関係してい
る. 気象予報に関連しては, Leith and Kraichnan [2] が完結近似に基づく理論解析により,

大気乱流の予測は小スケールの初期誤差のため約 2週間が限界である, と見積もった. ま
た Lorenz[3]以降の非線形カオス系の研究も, 乱流の誤差, 摂動に対する敏感性という側面
を強調している.
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しかし, 一方である状況においては乱流は誤差に対して敏感ではなくなる, という可能
性が考えられる. 例として, 大気乱流を考えてみよう. 大気運動の詳細なデータを得るの
は困難でも, 例えば衛星等を使って（空間的にも, 時間的にも）粗いデータなら得られる
場合はあるだろう. 気象の分野でCharney et al. [4]は, 連続データ同化（continuous data

assimilation）と呼ばれる方法を提案した. これは, 時々刻々観測で得られる粗いデータを
気象数値モデルに活用して, 現在の大気の状態の予測を向上させようとするものである.

最近の研究 [5, 6, 7, 8]において, 連続データ同化の方法は, Navier-Stokes方程式に従う
乱流の直接数値シミュレーション（DNS）にも適用された. その結果, ある程度の量の疎
視化された場の時々刻々のデータがあれば, 細かいスケールの場の誤差は時間とともに減
少する事が分かっている. これは, ある時刻の小さい渦のデータが失われたとしても, 大き
い渦のデータがあれば, 小さい渦のデータは時間とともに「再生」されることを意味する.

この観点において, 小さい渦は大きい渦に隷属的であると言える. また, 連続データ同化
の問題は, 数学においては, いわゆる場を決定するモード数の理論（theory of determining

modes）と密接に関わっている. （例えば, 文献 [9, 10, 11]やそれらの中の引用文献を見よ.

）
ただし, これら先行研究では, 乱流（特に高Reynolds数の）におけるデータ同化の影響
の定量的評価は十分にはなされていない. 過去の数値実験による研究で扱ったのは, 発達
した乱流に特徴的なエネルギースペクトルの−5/3乗則が実現されていない低 Reynolds

数乱流であった. また, 数学の研究において, 誤差抑制のために必要なデータ量の十分条
件が得られているが, 数値実験ではその条件よりかなり少ないデータ量でも誤差が抑制さ
れることが示唆されている [7, 8].

そこで著者らは, 高Reynolds数乱流におけるデータ同化の影響の定量的評価を, 特に小
さい渦が「再生」するために最小限必要なデータ量とその乱流の統計量への依存性に焦点
を当て, DNSを用いて行った. [12]. 以下ではこの研究の内容を紹介する.

2 データ同化の数値実験方法
u(1)(x, t)と u(2)(x, t)を Navier-Stokes方程式に従う 2つの速度場とする. 2つの速度
場では初期条件が異なり, またそれぞれの外力 f (1)(x, t)と f (2)(x, t)も異なっていてよい
とする. 簡単のため, 流体の占める領域を 1辺 2π の立方体として周期境界条件を課す.

û(i)(k, t)(i = 1, 2)を u(i)(x, t)の xについての Fourier変換とする. u(1)から u(2) への大
スケールのデータ同化を, k ≡ |k| < kaを満たす低波数モードについて時間間隔 Taで,

û(2)(k, t)を û(1)(k, t)に置き換えることで行う. よって,

û(2)(k, t0 + nTa) = û(1)(k, t0 + nTa) (k < ka, n = 1, 2, · · ·)
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表 1: DNSパラメタと速度場 u(1) の初期における統計量. N : 1方向の格子点数, kmax: 最
大解像波数, ki: ∆(k, 0) 6= 0となる最小波数, ν: 動粘性係数, ∆t: 時間刻み, ε: 平均エネル
ギー散逸率, L0: 積分長, λ: Taylorミクロスケール, η: Kolmogorov長, Rλ: Taylorミクロ
スケールに基づくReynolds数. (文献 [12]より引用. )

N kmax ki ν(×10−3) ∆t(×10−3) ε L0 λ η(×10−3) Rλ

RUN64-1 64 30 28 10.0 10.0 0.171 0.941 0.541 49.2 31
RUN128-1 128 60 58 2.70 10.0 0.138 0.796 0.312 19.4 67
RUN256-1 256 120 112 1.10 4.00 0.132 0.759 0.204 10.0 107
RUN512-1 512 241 236 0.410 1.00 0.127 0.728 0.127 4.82 179
RUN128-2 128 60 58 5.50 10.0 0.148 0.882 0.431 32.6 45

が成り立つ. Ta → 0の極限が連続データ同化に対応する. ここでは特に断らない限り, こ
の極限のみを考える. 速度場u(1)とu(2)はそれぞれ「正しい場」と「正しい場の大スケー
ルデータを用いてシミュレーションした場」のモデルと考えることができる.

E(i)(k, t)とE(i)(t)(i = 1, 2)をそれぞれ u(i)(i = 1, 2)のエネルギースペクトルと単位質
量当たりのエネルギーとする. 同様に∆(k, t)と∆(t)をそれぞれ速度差（誤差）場 δu =

u(2) − u(1)のエネルギースペクトル, エネルギーとする. つまり,

E(i)(k, t) = (1/2)
∑

k′=k

|û(i)(k′, t)|2, E(i)(t) =
∑

k

E(i)(k, t),

∆(k, t) = (1/2)
∑

k′=k

|δû(k′, t)|2, ∆(t) =
∑

k

∆(k, t)

である. ここで,
∑

k′=kは領域 k − 1/2 < |k′| ≤ k + 1/2についての和である.

E(1)(k, t) = E(2)(k, t)が成り立つ場合, ∆(k, t) = 0は波数領域 (k−1/2, k+1/2]で û(1) =

û(2) であることを意味し, また ∆(k, t) = 2E(1)(k, t)は同じ波数領域で
∑

k′=k û(1)(k′, t) ·
û(2)(−k′, t) = 0, つまり u(1)と u(2)に相関が無いことを意味する. よって, ∆(k, t)はその
波数領域における u(1)と u(2)のずれ, ∆(t)はずれ全体の定量的評価を与えている.

DNSは u(1) と u(2) の双方についてエイリアスを除去したスペクトル法を用いた. 時
間発展には 4次の Runge-Kutta法を用いた. 行った DNSは 5つのグループ, RUN64-1,

RUN128-1, RUN256-1, RUN512-1, RUN128-2 に分けられる. それぞれのグループの中の
DNSは格子点数N3, u(1)と u(2) の初期場が等しいが, kaが互いに異なっている.

u(1)の初期場には, 予め行った外力を加えたNavier-Stokes方程式のDNSの統計的準定
常状態を用いた. 外力 f は低波数領域 2 < k < 3に負の摩擦

f̂(k, t) = γû(k, t)

の形で加え, γ(> 0)の値は各時間ステップ毎にエネルギーE(1)をほぼ一定値 0.5に保つよ
うに決定した. 動粘性係数 νは kmaxη ≈ 1となるような値を選んだ. （ただし, RUN128-2

のみは kmaxη ≈ 2となるような値を選んだ. ）ここで kmaxは最大解像波数, η ≡ (ν3/ε)1/4
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はKolmogorov長, εは単位体積当たりの平均エネルギー散逸率である. û(2)(k, t) の初期
t = t0での値は, kiを kaより大きい任意の高波数として, 低波数領域 k < kiでは û(1)(k, t0)

と等しくし, 高波数領域 k ≥ kiではE(2)(k, t0) = E(1)(k, t0)をほぼ満たすようにして乱数
で発生させた. よって k < kiでは∆(k, t0) = 0, k ≥ kiでは∆(k, t0) ≈ 2E(1)(k, t0)となる,

つまり初期の誤差は高波数領域 ki ≤ k ≤ kmaxに局在している.

Ta → 0の極限は, DNSでは Ta = ∆t, ただし∆tは時間刻み, と置くことで近似した.

E(i)(k)(i = 1, 2)を準定常に保つために, 初期場を準備するためのDNSと同様に外力を f (i)

f (i)(k, t) = γu(i)(k, t) (2 < k < 3)

のように加えた. データ同化する最大波数 kaは常に 3より大きく選んでいるので, δû 6= 0

となる波数領域 k ≥ ka では f̂(k) = 0である. つまり, f は δuに直接影響を及ぼすことは
なく, 非線形相互作用を通してのみ影響を与える.

表1にDNSのパラメタと初期場u(1)(k, t0)の乱流を特徴づけるいくつかの量を記した. こ
こで, 積分長はL0 = (π/2u′2)

∫
dkk−1E(k), Taylorマイクロスケールは λ = (15νu′2/ε)1/2,

Taylorマイクロスケールの基づく Reynolds数は Rλ = (u′λ/ν), で与えられる, ただし
u′ = (2E/3)1/2である.

図 1は初期のエネルギースペクトルE(1)(k)[≈ E(2)(k)]を示している. Reynolds数の最
も大きい乱流 (Rλ = 179, N = 512)において慣性小領域を特徴づける k−5/3スペクトルが
かろうじて見られることに注目されたい.

3 数値実験結果
図 2は, Rλ = 107で様々な kaについての∆(t)の時間発展を表している. ここで t0 = 0

として, 横軸にはKolmogorov時間 τ ≡ (ν/ε)1/2で無次元化した時間 t/τ を用いている. ka

が小さい場合, ∆(t)は初期の短い経過的期間の後, 時間とともに増大する. これは文献 [2]

等の乱流の初期値敏感性と整合する結果である. しかし, 一方で, kaがある波数より大き
い場合は, 逆に∆(t)は時間とともに減少している. 図から∆(t)が初期の経過期間の後

∆(t) ≈ A exp(−αt), (1)

とほぼ指数関数的に増大または減少しているのが分かる. ここで減衰定数αはkaに依存して
いる. αと∆αをそれぞれ局所減衰定数α(t) ≡ −∂/∂t[log ∆(t)]の時間区間 10τ < t ≤ Tmax

での平均と標準偏差とする. ここで Tmaxは DNSを終了した時刻, ∆(t)が 10−30 よりも
小さくなった時刻 (α > 0のとき), ∆(t)が指数的増加をしなくなり飽和する適当な時刻
(α < 0のとき), の何れかである. また初期経過の期間 0 ≤ t ≤ 10τ は時間平均区間から除
外した.
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図 1: 様々なRλについての初期速度場 u(1)のエネルギースペクトルE(1)(k) 両軸は εと η

を用いて無次元化してある. (文献 [12]より引用. )
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図 2: 様々な kaにおける, 誤差場 u(2) − u(1)のエネルギー∆(t)の時間発展（Rλ = 107）.

(文献 [12]より引用. )
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図 3: 様々なRλにおける kaηの関数としての無次元化された減衰定数 α̃. エラーバーは無
次元化された標準偏差 τ∆αを表す. 挿入図は α̃が符号を変える付近の拡大図. (文献 [12]

より引用. )

Ta = ∆tと Ta = 2∆tの DNSにおいて αの違いはほぼ ∼ 1%程度であり, これより
Ta = ∆tがαを見積もることにおいて Ta → 0の極限の良い近似であることが示唆される.

また平均減衰定数 αは時間平均区間が十分ある限り kiには殆ど依存しない. αの kiの違
いによる典型的な変化量は∆αよりは小さい.

平均減衰定数 α(ka)を kaの関数として見た場合, その関数はRλに依存する. しかし,

α̃(kaη) = α(ka)τ, (2)

のように無次元化された関数 α̃は, Rλに殆ど依存しないことが図 3により分かる. ここで
臨界波数 k∗を∆(t)が減衰する kaの下限, つまり図 3で α(k∗) = 0となる k∗, と定義する.

すると, 図 3から
k∗ ≈ 0.2η−1, (3)

と見積もることができる.

kmaxη ≈ 1となるDNS(RUN64-1, RUN128-1, RUNS256-1, RUN512-1)とDNSkmaxη ≈ 2

となるDNS(RUN128-2) の間でも無次元関数がほぼ一致していることは, kmaxη ≈ 1が α

を見積もる上で十分な解像度であることを示唆している. 我々の予備的 DNSによれば,

kmaxη < 1のDNSにおいては αの値が図中の値よりもかなり小さくなることが分かって
いる. つまり, αを正しく見積もるには kmaxη ≥ 1の解像度が必要である.
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図 4: a) 様々なRλにおける, エネルギー比Ea/Eと無次元化された減衰定数 Teαの関係.

エラーバーは無次元化された標準偏差 Te∆α. b) エンストロフィー比Ωa/Ωと無次元化さ
れた減衰定数 τα(= α̃)の関係. 図中のシンボルは a)と同じRλを表す. 挿入図は τα が符
号を変える付近の拡大図. (文献 [12]より引用. )
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平均減衰定数 αは, エネルギー比Ea/Eまたはエンストロフィー比Ωa/Ωの関数と捉え
ることもできる. ここでエンストロフィーは

Ω =
∑

k

k2E(k),

で, Ea, Ωaはそれぞれ同化されるエネルギー, エンストロフィーで,

Ea =
∑

k<ka

E(k), Ωa =
∑

k<ka

k2E(k),

により定義される.

図 4 a) は様々な Rλ について, 渦回転時間 Te ≡ L0/u
′ を用いて無次元化した減衰定

数 αをエネルギー比の関数として表している. 図から, α = 0となる臨界エネルギー比
(Ea/E)∗ は Rλ に強く依存していることが分かる. 一方, 図 4 b)は Kolmogorov時間を
用いて無次元化した減衰定数 τα(= α̃)をエンストロフィー比率の関数として表している.

グラフは異なるRλについて良く一致しており, α = 0となる臨界エンストロフィー比は
0.30 < (Ωa/Ω)∗ < 0.35と見積もられる. 図 3, 4から αはエネルギー保有スケールの量
L0, Te, Eではなく, エネルギー散逸スケールの量 η, τ , Ωによって特徴付けられることが
示唆される.

4 考察
今, Re` ≡ u``/νを大きさ`の渦についてのReynolds数と定義しよう,ただしu`は大きさ`

の渦の特徴的速度である. Kolmogorovのスケール則u` ∼ (ε`)1/3を用いるとRe` ∼ (`/η)4/3

となる. すると `∗ = 1/k∗の大きさの渦についてのReynolds数はRe1/k∗ ∼ (k∗η)−4/3 ∼ 9

となる. ここで, この「臨界Reynolds数」Re1/k∗を与えられた境界条件毎に決まる通常の
臨界 Reynolds数 Rec （例えば, 平面 Poiseuille流では Rec = 5722）の類似として捉える
ことができよう. 今考えている「臨界Reynolds数」が通常のものと異なる点は,「境界条
件」が定常ではなく, 大きいスケールの乱流場で与えられるという点である.

無次元化した減衰定数 α̃は DNSを行った範囲の Rλの乱流場においては Rλに殆ど依
存しないことが, 示された. また α̃の形から, 高波数 (k ≥ ka)モードのデータが低波数
(k < ka)モードのデータ同化から「再生」されるための kaの条件が ka > k∗, k∗ ≈ 0.2η−1

で与えられることが分かった. この条件が満たされている範囲では, 一般に受けいられて
いる乱流の描像とは異なり, 乱流場は初期値の誤差にたいして鈍感である. 本研究で得
られた α̃や k∗ηは, 本研究で調べた Rλの範囲で Rλに殆ど依存しないので, それぞれ高
Reynolds数極限の普遍形, 普遍定数の良い近似になっていることが期待される.

ここで k < 0.2η−1を満たす自由度の数は全体の自由度の数と比べて非常に小さいこと
に注目されたい. 例えば, kmaxη = 1のDNSにおいては, 全自由度数中の 1%に満たない.

8



図 5: 小さい渦は「トカゲのシッポ」.

したがって, 99%の高波数モードのデータを「再生」するには, たった 1%の低波数モー
ドの時々刻々のデータがあればよいのである. この意味で, 波数 k∗以上のモード（小さい
渦）はそれより波数の小さいモード（大きい渦）に隷属的であり, 「トカゲのシッポ」で
あると言えよう（図 5）.
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