
2 Schemes

2.7 Projective Morphisms

2.7.1

L , M は invertible sheave なので、∀x ∈ X に対し、x ∈ U = SpecA で
L |U = OU , M |U = OU となるように U をとる。f : L ↠ M が全射なの
で、fx : Lx = Ox ↠ Mx = Ox も全射となり、1 ∈ Mx = Ox に対応する
a ∈ Lx = Ox が存在して fx(a) = 1を満たす。f が OX -moduleなので、fx は
Ox-moduleであり、fx(a) = afx(1) = 1より fx(1)は単元で a−1 に等しい。
従って、

fx : Lx ↠ Mx

b 7→ ba−1

は全単射を与える。

2.7.2

Pn = Proj k[x0, · · · , xn], Pm = Proj k[y0, · · · , ym]とおく。{s0, · · · , sn}, {t0, · · · , tm}
が共に V を生成するので、si =

∑
j aijtjとなる aij ∈ kが存在する (s = At, A =

[aij ]と記す)。
ここで、行列 Aの rankは d = dimk V であるが、s0, · · · , sn は基底をなすと

して、rankA = n+ 1とする (Remark 7.8.1にもそのような記述がある) 1。
I = (

∑
j a0jyj , · · · ,

∑
j anjyj)とおき (これを I = (Ay)と記す)、L := V (I)

とする。
このとき、[1], Corollary 11.16より height I ≤ n+ 1であり、また

(0) ( (
∑
j

a0jyj) ( (
∑
j

a0jyj ,
∑
j

a1jyj), · · · ,( (
∑
j

a0jyj , · · · ,
∑
j

anjyj) = I

(1)

は、Aの前提より prime ideal系列を与えるので、height I ≥ n+1から height I =
n+ 1である。よって

dimL = dimT (L)−1 = dimT/I−1 = dimT−height I−1 = (m+1)−(n+1)−1 = m−n−1

を得る (Exercise I.2.6)。ここで、T (L)は coordinate ringである (Exercise II.5.14)。
さて

α : S := k[x0, · · · , xn] → T := k[y0, · · · , ym], xi 7→
∑
j

aijyj

1そうでなく n > d−1の場合は、式 (1)に示すように、height I = dとなるので、dimL = m−d
である。
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に対し、α(S+) = I であり、U = {p ∈ Pm|p 6⊇ α(S+)} = Pm − V (I)から

σ : U = Pm − L→ Pn

が存在する (Exercise II.2.14(b))。

次に、imψ ⊆ U を示す。
Inclusionは local性質なので、x ∈ Xに対し、L |W = OW となるW = SpecB ⊆
X で考える (すなわち、W は x ∈ X の germを与える open affine)。

β : T = k[y0, · · · , ym] → B, yj 7→ tj = ψ∗yj

において (ここでの tj 等は正確には tj |W 等)、p ⊆ Bを prime idealとしたとき、
仮に ψ(p) = β−1(p) ∈ L = V (I)とすると、β−1(p) ⊇ I = (Ay)から

p ⊇ ββ−1(p) ⊇ β(I) = β(Ay) = ψ∗Ay = Aψ∗y = At = s,

よって p ⊇ k[s0, · · · , sn]+ ⊇ L (W ) = L |W (W ) = B ⇒ p = B となるが、これ
は pの定義に反する。よって imψ ⊆ U である。

Pm − L
σ // Pn

X

ψ

ccHHHHHHHHH φ

>>||||||||

tから σψと ϕのルートを通って、Pn の linear systemにおける二つの basis
ができるので、その間は automorphism γ で繋がる (Remark 7.8.1)。
以上により ϕと ψの差は σと Pn の automorphism γ の合成 γσである。

2.7.3

ϕ : Pn
k → Pm

k とする。
(a) Theorem 7.1 から L = ϕ∗OPm(1) は invertible sheaf なので、L =

OPn(d), d ∈ Zとおける (Corollary 6.17)。
このとき、L はLP = OP = k[x0, · · · , xn](p) 6= 0より 0ではない。すると、

Γ(Pn,L ) = Γ(Pn,OPn(d)) = k[x0, · · · , xn]d から、d < 0はありえない。
d = 0のときはL = OPn , Γ(Pn,L ) = kとなり、ϕ∗yj = aj ∈ kである。こ

のとき、Theorem 7.1(b)におけるmorphismの一意性から、(b)の証明のように分
解して考えれば、morphismの定義はϕに対応しており、対応する ring morphism
は yj 7→ aj から k[y0, · · · , ym] → k ⊆ k[x0, · · · , xn]となる。このmorphismを f
とすると、ϕ(Pn

k )は f−1(p)からなるが (pは k[x0, · · · , xn]の prime ideal)、それ
は (0)のみである。よって ϕ(Pn

k ) = ptが得られ、dimϕ(Pn) = 0となる。
d ≥ 1とすると、V ⊆ Γ(Pn,L )の基底は Γ(Pn,OPn(d))の d次単項式なの

で、それは nより多くなる。よって n > mのときは s0, · · · , sm では生成できな
くなる。

n ≤ m, ϕ(Pn) 6= pt場合は次の (b)から dimϕ(Pn) = nである。
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(b) n ≤ mとする。Corollary 6.17から

L = ϕ∗OPm(1) = OPn(d), d ∈ Z (2)

であり、既に (a)で述べたように ϕ(Pn) 6= ptなら d ≥ 1である。
ここで、もしm > N =

(
n+d
n

)
−1ならばm ≤

(
n+d′

n

)
−1となる最小の d′が一つ

定まるので、それを改めて dとおき、その d-upleをψ : Pn → PN とおく。すると、
k[z0, · · · , zN ] ↠ k[y0, · · · , ym], z0 7→ y0, · · · , zm 7→ ym, zm+1 7→ 0, · · · , zN 7→ 0
は全射になるので、対応する ι : Pm → PN は closed immersionである。従って、
OPm(1) = ι∗OPN (1)となる (Theorem ５.17の証明に出ている)。
以上により ψ : Pn φ→ Pm ι→ PN ∼→ PN が得られ (最後の automorphismは

前問 7.2と同様で、これにより可換となる)、L = ϕ∗OPm(1) = ϕ∗ι∗OPN (1) =
ψ∗OPN (1)が得られ、前問 Exercise 7.2を適用すると設問の (1), (2), (3)を満た
すことがわかる。

ϕ は finite である。実際、ϕ : Pn ψ→ PN − L
σ→ Pm γ→ Pm において、ψ

が d-upleゆえ closed immersion であり (下記性質 1)、linear projection σ は作
り方から同型であるので (同型となるように Lがとられている)、ψが finiteゆえ
(Exercise 5.5(b)) ϕも finiteとなる。

ϕ が finite なので性質 3 から n = dimPn = dimϕ(Pn) であり2、Exercise
II.3.5(a)より ϕは finite fibreを持つ。

性質 1. d-upleは closed immersionである。

(証明) d-uple ψを用いた系列Pn
k

ψ→ PN
k → kを考える。PN

k → kは projective
なので separated、Pn

k → k も projectiveゆえ properである。すると Corollary
4.8(e)から、ψは properである。よって ψの像は閉集合である。

S = k[x0, · · · , xn]とすると、Exercise II.5.13から Pn ≈ ProjS(d), S(d) =
⊕n≥0Snd であり、また k[y0, · · · , yN ] ↠ S(d) は全射なので ProjS(d) → PN

k は
closed immersion、よって d-uple ψは closed immersionである。(証明終)

性質 2. finite性は Exercise II.4.8の (a), (b), (c)を満たす。ゆえに、(d), (e), (f)
も満たす。

(証明) Finite morphismは affineで (Exercise II.5.17(b))、affine morphismの
合成は affineなので、ここで扱う schemeは affine schemeと仮定してよい。

(a) Exercise II.5.5(b)より closed immersionは finiteである。
(b) SpecC → SpecB → SpecA が finite morphism の合成だったとする。

A→ B → CにおいてBが有限生成A-加群、Cが有限生成B-加群ならばCは有
限生成 A-加群である ([1], Proposition 2.16)。従って SpecC → SpecAは finite
である。

2ϕ : X → Y を ϕ : X
φ′
→ ϕ(X)

ι
↪→ Y とみなす。ϕ は finite ゆえ proper(Exercise II.4.1)、よっ

て ι は closed immersion で separated、従って ϕ′ は finite でかつ全射となる (性質 2(e))。
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(c) 下図式において、f ′ : SpecA⊗C B → SpecBが finiteであることを示す。

SpecA×SpecC SpecB = Spec (A⊗C B)

ttiiii
iiii

iiii
iiii

iii

f ′

**UUU
UUUU

UUUU
UUUU

UUUU

SpecA

f

**VVV
VVVV

VVVV
VVVV

VVVV
V SpecB

tthhhh
hhhh

hhhh
hhhh

hhhh

SpecC

C → BよりBはC-加群である。fがfiniteなのでAは有限生成C-加群であり、
AはC上{a1, · · · , al}で生成される。すると、A⊗CBはB上{a1⊗C1, · · · , al⊗C1}
で生成される。(証明終)

性質 3. Finite morphism f : X → Y が存在すれば dimX ≤ dimY である。特
に、f が全射ならば、dimX = dimY である。

(証明) Dimensionは開集合のdimensionで決まること、およびfinite morphism
は affineなので、X,Y は affineとしてよいことから、f : SpecB → SpecAの場
合に証明すればよい。f に対応する ring morphismを ϕ : A→ Bとすると、Bは
有限生成 A-moduleである。このとき、Bは A上整となる ([1], Proposition 5.1,
(ii)⇒ (i), or Corollary 5.3後のRemark)。Corollary 5.9, [1]より dimA ≥ dimB
であり、Example 3.2.7から dimY ≥ dimX となる。

f が全射とする。p0 ( · · · ( pr, r = dimY となる prime ideal列をとる。f が
全射ゆえ p0 ∈ SpecAに対し、q0 ∈ SpecB が存在して p0 = ϕ−1(q0)となる。す
ると、上昇定理 ([1], Theorem 5.11)から q0 ( · · · ( qr, pi = ϕ−1(qi)となるBの
prime ideal系列が存在する。従って、dimA ≤ dimB、すなわち dimY ≤ dimX
となる。(証明終)

2.7.4

(a) X → SpecAが finite typeで、Aが noetherianなのでXも noetherianで
ある (Exercise II.3.13(g))。

L が X 上 ample invertible sheaf なら、ある m > 0 に対して Lm は very
ample invertible sheafとなる (Theorem 7.6)。従って、immersion iが存在して

X
i→ Pn

A → SpecA, Lm = i∗OPn
A
(1)

である。また immersionは open immersionと closed immersionの合成なので、

X ≈ U
o.i.
↪→ Z

c.i.
↪→ Pn

A → SpecA

であり、これはX がA上 quasi-projectiveであることを示している。また、The-
orem 4.9より quasi-projectiveは separatedなので、X は separetedである。
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(b) X は X1 = A1
k と X2 = A1

k を Ui = A1
k − P ⊆ Xi, i = 1, 2に沿って貼

り合わせた、二重に原点 P = (x)を持つ affine lineである。以下、二重の原点を
P1, P2 で区別する。

Ui = A1
k − Pi = V (Pi)

c = V (x)c = D(x) = Spec k[x]x = Spec k[x, x−1]

ここで U := U1 ∩ U2 = Spec k[x, x−1]とおく。
Xは既約なので (Web解答 exercise 2.3.15性質 8)、noetherian integral scheme

である (但し、separatedではない、Example 4.0.1)。PicX 3 L とする。
Proposition 6.2、Proposition 6.11、Proposition 6.15からPicA1 ≈ CaClA1 =

ClA1 = 0であるが、PicA1 は乗法群として、ClA1 は加法群としての同型なの
で、PicXi = {OXi

}、よってL |Xi
≈ OXi

である。
この対応は

OXi

∼→ L |Xi
, 1 7→ f−1

i , ∃fi ∈ k(x)

で与えられ (Proposition 6.13(a)の証明中)、L = L (D)となる divisor Dは

D = {(X1, f1), (X2, f2)}

f1/f2 ∈ O∗
U1∩U2

= k[x, x−1]∗ ⇒ f1 = axnf2, a ∈ k∗, n ∈ Z

で与えられる。すると

D = {(X1, ax
nf2), (X2, f2)} = {(X1, x

n), (X2, 1)}+{(X1, a), (X2, 1)}+{(X1, f2), (X2, f2)}

⇒ D − {(X1, x
n), (X2, 1)} ≈ {(X1, a), (X2, 1)}

ここで {(X1, f2), (X2, f2)}が principalであることを用いた。さらに、a ∈ k∗ゆえ

L ({(X1, a), (X2, 1)}) = {OX1a
−1, OX21} = {OX11, OX21} = L ({(X1, 1), (X2, 1)})

から {(X1, a), (X2, 1)} ≈ {(X1, ), (X2, 1): principalなので、Proposition 6.13(c)
よりD ≈ {(X1, x

n), (X2, 1)}が得られる。
これは

Z → CaClX, n 7→ Dn := {(X1, x
n), (X2, 1)}

が全射であることを示している。
もしDn = D0 とすると、

{(X1, x
n), (X2, 1)} = {(X1, 1), (X2, 1)} ⇒ L ({(X1, x

n), (X2, 1)}) = L ({(X1, 1), (X2, 1)})

⇒ xn/1, 1/xn ∈ OX1
(X1) ⇒ xn ∈ OX1

(X1)
∗ = k∗ ⇒ n = 0

から、単射でもある。よって、PicX ≈ Zとなる。

Ln := L (Dn) = {OX1
x−n,OX2

1}が generated by global sections (以下、こ
れを ggsと記す)となるのは n = 0に限ることを示す。
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Global sectionをs ∈ Γ(X,Ln) = {OX1(X1)x
−n,OX2(X2)1} = {k[x]x−n, k[x]}

とすると

s|X1 ∈ x−nOX1(X1) = x−nk[x], s|X2 ∈ 1 · OX2(X2) = k[x]

⇒ s|X1
= x−nb(x), s|X2

= a(x), a(x), b(x) ∈ k[x]

となり、sheaf の性質から (s|X1
)|U = (s|X2

)|U より k[x]x = k[x, x−1] におい
て x−nb(x)/1 = a(x)/1 となるが k[x] が整域なので b(x) = a(x)xn、すなわち
s = {g, g}, g ∈ k[x]の形となる。
するとsP1 = (s|X1)|P1 = x−n·b(x)/1 = a(x)/1 ∈ x−nOX1,P1 = x−nk[x](x), sP2 =

(s|X2)|P2 = a(x)/1 ∈ OX2,P2 = k[x](x) なので、sP1 = g, sP2 = gとなる。
Ln が {si}i で globally generatedだとすると (si = {gi, gi}として)

(Ln)P1 = ⊕iOP1g
i = ⊕ik[x]pgi, (Ln)P2 = ⊕iOP2g

i = ⊕ik[x]pgi

が成り立つ (p = (x)は P1(および P2)に対応する prime ideal)。すなわち、形的
にはそれらは等しい。
ところが (Ln)P1

, (Ln)P2
はそれぞれ次のようになり

(Ln)P1 = {(OX1)P1x
−n = k[x]px

−n

(Ln)P2
= {(OX1

)P2
= k[x]p

k[x]p = { c(x)
1+d(x)}c(x),d(x)∈k[x]なので、k[x]px−n = k[x]pとなるのは n = 0のとき

のみである。
Coherent sheaf L1に対してL1⊗Lm

0 = L1は ggsでないので、L0は ample
ではない。また、coherent sheaf OX に対してOX ⊗ Lm

n = Ln+m は、−n以外
の全てのmに対して ggsではない。よって、X に ample invertible sheafは存在
しない。

2.7.5

X: noetherian, L ,M :ggsとする。
(a) L は ampleなので、任意の coherent sheaf F に対し、十分大きな n0 が

存在して、F ⊗OX
L n は ggsである (∀n ≥ n0 に対して)。

一方、次の性質 4より、M n も ggsであり

(F ⊗ L n)⊗ M n ≈ F ⊗ (L ⊗ M )n : generated by global sections

となるので、L ⊗ M は ampleである。

性質 4. F ,G が ggsならF ⊗OX
G も ggsである。

(証明) F , G が各々{si}i∈I , {tj}j∈J で globally generatedとすると、∀P ∈ X
に対して

FP = ⊕i∈IOP s
i
P , GP = ⊕j∈JOP t

j
P
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⇒ FP ⊗OP
GP = ⊕(i,j)∈I×JOP (s

i
P ⊗OP

tjP ) (3)

さて、presheaf: U 7→ F (U)⊗OX(U) G (U)を (F ⊗OX
G )− とおくと

si ⊗OX(X) t
j ∈ (F ⊗OX

G )−(X)

であるが、Proposition-Definition II.1.2より、θ : (F ⊗OX
G )− → F ⊗OX

G が
存在し、その証明中にあるように θP = idとなる。よって、θX(si⊗ tj)はF ⊗G
の global sectionであり

(θX(si ⊗ tj))P = θP (s
i ⊗ tj)P = siP ⊗ tjP

から3、式 (3)を用いると

⊕(i,j)∈I×JOP (θX(si⊗tj))P = ⊕(i,j)∈I×JOP (s
i
P⊗OP

tjP ) = FP⊗OP
GP = (F⊗OX

G )P

が得られ、F ⊗OX
G は ggsとなる。

(b) Coherent sheaf F に対してF ⊗OX
L lは l ≥ l0となる任意の lに対して

ggsとなる (∃l0 > 0)。また invertible sheafは coherentなので、十分大きなmに
対してM ⊗ Lm は ggsである。よって性質 4より

(F ⊗ L l)× (M ⊗ Lm)l = F ⊗ (M ⊗ Lm+1)l

も ggsとなり、十分大きな nに対し、M ⊗ L n は ample sheafである。

(c) F を coherent sheafとするとF ⊗OX
L n は l ≥ n0 となる任意の nに対

して ggsとなる (∃n0 > 0)。また、OX ⊗M n = M nも l ≥ n1となる任意の nに
対して ggsとなる (∃n1 > 0)。よって性質 4より ∀n ≥ max(n0, n1)に対して

(F ⊗ L n)⊗ M n = F ⊗ (L ⊗ M )n

も ggsであり、L ⊗ M は ample sheafとなる。

(d) L がvery ampleなので immersion i : X ↪→ Pn
Aが存在してL = i∗OPn(1)

とかけ、またM が ggsということから Theorem 7.1(b)よりmorphism ϕ : X →
Pm
A が存在してM = ϕ∗OPm(1)とかける。

PN

Pn ×Pm

p1

zzttt
ttt

ttt
t

σ

OO

%%JJ
JJJ

JJJ
JJ

Pn

$$JJ
JJJ

JJJ
JJ

X
i

immersion
oo φ //

δ

OO

Pm

separatedyyttt
ttt

ttt
t

SpecA

3一般に f : F → G のとき ρG
P (f(U)s) = fP (ρF

P s) ⇒ (f(U)s)P = fP (sP )
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Exercise II.4.9のヒントにあるように Segre embedding σは closed immersion
である。
このとき

(σδ)∗OPN (1)
$
= δ∗σ∗OPN (1)

%
= δ∗OPn×Pm(1)

&
= δ∗(p∗1OPn(1)⊗ p∗2OPm(1))

#
= (p1δ)

∗OPn(1)⊗ (p2δ)
∗OPm(1)

= i∗OPn(1)⊗ ϕ∗OPm(1) = L ⊗ M

が成立する。ここで、 $
=は Exercise II.5.12解答内性質 7、%

=は σ が closed im-
mersionゆえ Proposition 5.12(c)において U = ProjT の場合に相当するからで
ある。さらに &

=は Exercise II.5.11、#
=は Exercise II.5.12解答内性質 6による。

Pm
A → SpecA は projective なので separated である (Theorem 4.9)。よっ

て、base change にて separated は stable なので p1 も separated、i = p1δ は
immersionゆえ δは immersionである (Exercise II.5.12性質 9)。Immersionの合
成は immersionとなるので (同性質 9)、δσ : X → PN は immersionである。
以上によりL ⊗ M は very ampleとなる。

(e) Theorem 7.6から十分大きなあるn1に対しL n1はvery ampleである。また
ampleの定義から、十分大きな整数n2に対して、OX⊗L n+n2 = L n+n2 , ∀n ≥ 0
は ggsである。
すると、(d)から任意のn ≥ 0に対してL n1⊗L n+n2 = L n+n0 , n0 = n1+n2

は very ampleとなる。

2.7.6

(a) L がvery ampleということから、i : X → Pm
k が存在して、L = i∗OPm(1)

となる。X が projective over k なので ∃n ≥ 0 に対して X ↪→ Pn
k は closed

immersion⇒proper⇒finite-type で、Pn
k は noetherian ゆえ X も noetherian で

ある (Exercise II.3.13(g))。X が k 上 projectiveなので proper (Theorem 4.9)、
Pm
k → kは separated、よって iは proper (Corollary 4.8(e))となり、XはPmの

closedで integralだから V (p)の形となる (p ⊆ S = k[x0, · · · , xm]は斉次 prime
ideal)。S → T = S/pは全射なので、i : X → Pm は closed immersionである。
よって

L n = (i∗OPm(1))⊗n = OX(1)⊗n = OX(n) = T (n)∼

すると、十分大きな nに対して次式が成り立つ (Exercise II.5.9(b))。

Γ(X,L n) = Γ(X,T (n)∼) = Tn

Theorem I.7.5から PT (n) = dimk Tnなので、PX(n) = dimΓ(X,L n)、すな
わち dimk |nD| = PX(n)− 1を得る4。

4T = S/p = S(X)なので、テキスト p. 52の第 2Definitionに従えば PX(n) = PT (n)である。
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(b) r|nのとき
nD = 0なので、L = L (D)とすると Proposition 6.13から

L n = L (D)⊗n = L (nD) = OX

既に述べたようにX は noetherianで projectiveだから properであり、Exercise
II.4.5(d)より

Γ(X,L n) = Γ(X,OX) = k

⇒ dim |nD| = dimk Γ(X,L
n)− 1 = 0

である。
r 6 |nのとき
この場合 nD 6= 0なので、もし effective divisor E ≥ 0が E ∼ nDを満たし

ていたとすると E > 0となる。Effective divisorの定義から、0でない effective
divisorの和は 0でない effective divisorとなるので、rE > 0である。しかるに、
E ∼ nDならば rE ∼ rnDであり、rD = 0から rE = 0となり、矛盾する。
よって |nD| = ∅から dimk |nD| = dimk ∅ = −1である。

2.7.7

(a)X = P2
k, L = L (D) = OX(2)において、|D| ≈ V ′ = (x2, y2, z2, xy, yz, zx) ⊆

Γ(X,L )からX → P5
kが得られるが、それは Example 7.8.3より 2-uple embed-

dingである。

(b) V = (x2, y2, z2, y(x− z), z(x− y))は、x(y − z) = y(x− z)− z(x− y)よ
り、x, y, zに関して対称形であることに注意する。

Remark 7.8.2を用いて証明する。
[(a)] P,Q ∈ X, P 6= Qのとき、ax2 + by2 + cz2 + dy(x − z) + ez(x − y)に

P = (α, β, γ)を代入して 0、Q = (α′, β′, γ′)を代入して非零となるように a, · · · , e
を定められるのは明らかであるので、Proposition 7.3(a)を満たす。

[(b)] 本性質は local で、x, y, z に関して対称形なので、z = 1 として考え、
P = (a, b, 1)とする。

a, bのいずれかが非零のとき (一般性を失うことなく a 6= 0とする)

s = 1/2a · x2 − a/2 · 1

s′ = (x− y)− (a− b) · 1

の tangent spaceは

∂s/∂x|a,b(x− a) + ∂s/∂y|a,b(y − b) = x− a

∂s′/∂x|a,b(x− a) + ∂s′/∂y|a,b(y − b) = (x− a) + (y − b)

より、(x − a, y − b) を生成できる。すると、∀t ∈ TPX = P2 に対して、D ∼
s” = αs+ βs′ α, β ∈ kとすると TPD = {(x, y)|(α + β)(x− a) + β(y − b) = 0}
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なので、t 6∈ TPD となるように α, β を決定できる。このとき、s”(P ) 6= 0より
P ∈ SuppDとなる。

(a, b) = (0, 0)のときは、

s = −y(x− 1), s′ = x− y

をとれば、

∂s/∂x|0,0x+ ∂s/∂y|0,0y = y

∂s′/∂x|0,0x+ ∂s′/∂y|0,0y = x− y

は (x, y)を生成できるので、あとは同様にして証明できる。

(c) 一般性を失うことなく P = (0, 0, 1) ∈ X = P2 とできる。すると P を
通る 2 次斉次多項式は (ax + by + cz)x + (dx + ey + fz)y の形なので、結局
d ≈ V = (x2, y2, xy, yz, zx)で与えられる。このとき

ψ : S = k[t0, · · · , t4] → T = k[x, y, z], ti 7→ si (0 ≤ i ≤ 4)

s0 = x2, s1 = y2, s2 = xy, s3 = yz, s4 = zx

に対応する scheme morphismは

f : U = X − P → P4

で与えられる。
実際、U = {p ∈ P2|p 6⊇ ψ(T+)} であり (Exercise II.2.14(b))、ψ(T+) =

(x2, y2, xy, yz, zx) を含む max ideal は p = (x, y) に限るので、ψ(T+) を含む
prime idealも pのみ、U = X − P となる。
このとき、

U
∼→ V (F,G) ∩W o.i.

↪→ V (F,G)
c.i.
↪→ P4, W = V (t0, t1)

c

F = t0t3 − t2t4, G = t0t1 − t22

が成り立つ (o.i.は open immersion)。
(∵) variety上で Z := {(a2, b2, ab, bc, ca)}(a,b,c)∈U ≈ V (F,G) ∩W を示す。Z ⊆
V (F,G)∩W は明らかである (U の元は P = (0, 0, 1)を除いているので、a2, b2の
いずれかは非零である)。逆に、F = 0, G = 0でかつ t0 6= 0とする。すると、

(t0, t1, t2, t3, t4) ∼ (1, t1/t0, t2/t0, t3/t0, t4/t0) ∼ (1, t22/t
2
0, t2/t0, t2t4/t

2
0, t4/t0)

∼ (t20, t
2
2, t0t2, t2t4, t4t0) ≈ (x2, y2, xy, yz, zx)

よって Z ≈ V (F,G) ∩W である。U ≈ Z は自明である。(∵終)
以上により、ϕ : U → P4 は immersionとなる。
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Example 7.17.3を適用する。開集合{Q ∈ X|LQ = OX(2)Q = ⊕0≤i≤4OX,Qsi} =
X − P = U となる。実際 P を含まない D+(x), D+(y)では両者は一致するが、
D+(z)では P ∼ (x, y)で localizeすると一致せず、それ以外の点では一致する。

ψ : k[t0, · · · , t4] → k[x, y, z], ti 7→ si (0 ≤ i ≤ 4)

から

k[t0, · · · , t4] ↠ k[t0, · · · , t4]/ kerψ ≈ imψ = k[x2, y2, xy, yz, zx] ↪→ k[x, y, z]

U → Z = Proj k[x2, y2, xy, yz, zx] ↪→ P4

が成り立つので次図式を得る。

X̃

π

wwooo
ooo

ooo
ooo

oo
φ̃

  @
@@

@@
@@

@

X U
inclusion
oo i //

φ

55Z // P4

ϕは ϕ̃の制限になっており、ϕが単射なので i : U → Z も単射である。
上図式において X̃ は k上 projectiveなので (Proposition 7.16(c))、ϕ̃も pro-

jectiveゆえ (Exercise II.4.9)、properなので閉写像、よってその制限 ϕも閉写像
である。

X, X̃, Z とも既約なので (Proposition 7.16(a)) 5、U = X, π−1(U)− = U− =
X̃, i(U)= = U= = Z である (閉包が異なるので、区別するため異なる閉包の
記号を使った)。X̃ の閉集合は閉写像によって閉集合に映るので、U ⊆ Z から
X̃ = U− ⊆ Z となるが閉包は最小閉集合なので、X̃ ≈ Z である (実は X̃, Z 共に
P4 の世界の話なので、そこにおける閉包は一致する)。

次に、X̃ の degreeを求める。
dim k[t0, · · · , t4]/(F,G) = 2より X̃ は surfaceであり、その degreeは一般的

な位置関係にある 2個の hyperplaneの交点の個数に等しい (テキスト p.48上部
分)。P4 の hyperplane

∑
0≤i≤4 aiti と X̃ の共通部分 (”交線”)は a0x

2 + a1y
2 +

a2xy + a3yz + a4zxなので

a0x
2+a1y

2+a2xy+a3yz+a4zx = 0, b0x
2+ b1y

2+ b2xy+ b3yz+ b4zx = 0

の交点数を求める。x 6= 0と仮定してよいので、x = 1として z を消去すると y
の 3次式となるので、交点数は 3、すなわち deg X̃ = 3である。

P2 における P を通る直線は αx + βy = 0 であるが、β 6= 0 と仮定できる
ので、y = λx としてよい。このとき X̃ ≈ Proj k[x2, y2, xy, yz, zx] において、
(x2, y2, xy, yz, zx) = (x2, λ2x2, λx2, λxz, xz) ∼ (1, λ2, λ, λz, z) は直線 V (t1 −
λ2t0, t2 − λt0, t3 − λt4)が対応する。

5Z = Proj k[x2, y2, xy, yz, zx] において k[x2, y2, xy, yz, zx] ⊆ k[x, y, z] は整域である。
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異なるP2の直線y = λ′x, λ′ 6= λに対応する (1, λ′2, λ′, λ′z, z)が (1, λ2, λ, λz, z)
と一致する zは存在しないので、対応する直線は交わらない。

(x2, y2, xy, yz, zx)において、x, yのいずれかは 0でないので、x 6= 0と仮定す
る。y/x = λとすると (x2, y2, xy, yz, zx) ∼ (1, λ2, λ, λz, z)より V (t1 −λ2t0, t2 −
λt0, t3 − λt4)に属す。すなわち任意の点は P2 の直線 y = λxの像に含まれる。

2.7.8

Proposition 7.12において、Y = X, g = id : Y
∼→ X とおくと、πσ = idX

となる σの存在と、Y 上の invertible sheaf L および全射 ψ : id∗E ↠ L の存在
は等価である。なお、準同型定理L ≈ id∗E / kerψ よりL は quotient sheafで
ある。

P(E )

π

""D
DD

DD
DD

D

Y = X

σ
::uuuuuuuuu
id // X

2.7.9

(a) Picard group morphismを次のように定義する。

ϕ : PicX × Z → PicP(E )

(L , n) 7→ π∗L ⊗OP(E)
OP(E )(n)

Exercise II.6.8(a)より π∗L は invertibleなので、π∗L ⊗OP(E)
OP(E )(n)は

invertibleである。
PicX ×Zには自然に群構造が入っており、単位元は (OX , 0)である。これに

対して ϕは準同型になっている。

[単射性]
π∗L⊗O(n) = OP(E )とすると、左からπ∗を作用させたπ∗(π

∗L⊗OP(E )(n)) =
π∗(OP(E ))から、Exercise II.5.1(d)と Proposition 7.11を用いて

L ⊗ π∗(OP(E )(n)) = OX

を得る。
ここで、もし n < 0とすると左辺は 0となり (Proposition 7.11)、OX と等し

くないので、n ≥ 0である。このとき、上式は

L ⊗ Sn(E ) = OX

となる (Proposition 7.11)。
よってSn(E ) = L −1 ∈ PicXからSn(E )の rankは 1である。一方、Exercise

II.5.11によれば Sn(E )の rankは
(
n+r−1
r−1

)
= n+r−1

r−1 · · · n+1
1 なので、n ≥ 0, r ≥ 2

の条件下でこれが 1となるのは n = 0のみである。
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このとき、L ⊗Sn(E ) = OX からL = OX が得られるが、(L , n) = (OX , 0)
より ϕは単射となる。

[全射性]
X の affine open cover X = {U}を、E |U = Or−1

U となるようにとる。このと
き V = π−1(U) = Pr−1

U = U ×Pr−1 は P(E )の open coveringとなっている。
U は既約X の開集合ゆえ既約である。また、regular, separated, noetherian,

reduced は local 性質なので、U は regular, separated, noetherian, integral で
ある。

Exercise 5.16よりS (E |U ) = OU [x0, · · · , xr−1]なので、

P(E |U ) = ProjS (E |U ) = U ×Pr−1

となる。一方、Exercise II.6.1からのCL (U ×Pr−1)
∼
= CLU ×Zより、Pic (U ×

Pr−1)
∼
= PicU × Zとなり (Proposition 6.11と Proposition 6.15)

PicP(E |U )
∼
= PicU × Z

∼→ imϕ

が得られる。ここで、最後の ∼→は ϕが単射であることによる。従ってP(E |U )上
の invertible sheafは π∗

iLi ⊗OVi
OVi(ni)の形をしている。

X の open covering X = {Ui}i に対応する P(E ) の covering を {Vi} とす
るとき、∀M ∈ PicP(E ) に対してM |Vi

∈ PicV = PicP(E |U )
∼
= PicU × Z

より、M |Vi
= π∗

iLi ⊗OVi
OVi

(ni) とかける。同様に Vj においては M |Vj
=

π∗
jLj ⊗OVj

OVj
(nj)となる。

さて、Vij = Vi ∩ Vj に対し、(M |Vi
)|Vij

= MVij
= (M |Vj

)|Vij
なので、

(π∗
iLi ⊗OVi

OVi
(ni))|Vij

= (π∗
jLj ⊗OVj

OVj
(nj))|Vij

⇒ π∗
ijLi|Uij ⊗OVij

OVij (ni)) = π∗
ijLj |Uij ⊗OVij

OVij (nj))

既に示した単射性から、ni = nj , Li|Uij
= Lj |Uij

となるので、ni = nとでき、
かつL ∈ PicX が存在してL |Ui

= Li である。従って、M = π∗L ⊗O(n)と
なり、全射性が示された。

(b) X 上で ϕ : P(E )
∼→ P(E ′)とする。E ′についても rankは 2以上としてよ

いと思われるので、ここではそう仮定する。このとき、ϕ∗O′(1)は invertibleなの
で (Exercise 6.8(a))、PicP(E )に属し、既に示した (a)からXの invertible sheaf
L を用いて ϕ∗O′(1) = O(n)⊗ π∗L となる。

n = 1であることを示す。
(∵) Proposition 7.11から

E ′ = π′
∗O′(1)

$
= π∗ϕ

∗O′(1) = π∗(O(n)⊗π∗L )
%
= π∗O(n)⊗L = Sn(E )⊗L (4)

なので、rankをとって r′ =
(
n+r−1
r−1

)
を得る。ここで、 $

=,
%
=はそれぞれ下記性質

5、Exercise II.5.1(d)による。なお、n ≥ 0となるのは既に示したとおりである
が、もし n = 0とすると r′ = 1となってしまうので n ≥ 1である。
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(
n+r−1
r−1

)
= n+r−1

r−1 · · · n+1
1 はnの増加関数なので、r =

(
1+r−1
r−1

)
≤

(
n+r−1
r−1

)
= r′

となり、同様にして r′ ≤ rが得られるので、r′ = rである。すると再び r = r′ =(
n+r−1
r−1

)
から n = 1を得る。(∵終)

よって式 (4)より

E ′ = π′
∗O′(1) = π∗O(1)⊗ L = E ⊗ L

となる。

逆に E ′ = E ⊗L とすると π∗E ′ = π∗E ⊗π∗L となるが、Proposition 7.11(b)
から π∗E ↠ O(1)は全射であり、tensorは右完全なので

π∗E ′ ↠ O(1)⊗ π∗L ∈ PicX × Z = PicP(E )

が成り立つ。よって Propositon 7.12から ϕ : P(E ) → P(E ′)となるmorphismが
一意的に存在する (一意性は Propositon 7.12の証明の中に示されている)。E =
E ′ ⊗ L −1 からも同様にして ϕ′ : P(E ′) → P(E )が得られる。

Y = P(E ), g = π として proposition 7.12を適用すると、一意性から ϕ′ϕ =
idP(E ) が得られ、同様にして ϕϕ′ = idP(E ′) も得られるので、P(E )

∼
= P(E ′)が

成り立つ。

性質 5. π : X
φ→ Y

π′

→ S のとき、functorとして π∗ϕ
∗ = π′

∗ である。

(証明) P(E ′)上の任意の G に対して、Exercise II.5.1の解答内性質 1から

π∗ϕ
∗G = H om(OP(E ), π∗ϕ

∗G ) = H om(π∗OP(E ), ϕ
∗G )

= H om((ϕ−1)∗π∗OP(E ), (ϕ
−1)∗ϕ∗G ) = H om((πϕ−1)∗OP(E ),G )

= H om(π′∗OP(E ),G ) = H om(OP(E ), π
′
∗G ) = π′

∗G

が成り立つ。(証明終)

2.7.10

(a) Pn-bundle over X の定義が述べられている。

(b) E が locally free sheaf of rank n + 1 のとき、P = P(E ), π : P → X
に対して X = {Ui}i, Vi = π−1Ui = Pn

Ui
とすると、U = SpecA ⊆ Ui ∩ Uj に

対する transition automorphism は Exercise II.5.18(a) で示したように、linear
automorphismになる。よって、P(E )は projective n-space bundleとなる。

(c) P の定義から π : P → X に対し、X = {Ui}i, Vi = π−1Ui = Pn
Ui

⊆ P で
あり、P = X ×Pn となる。

Li = OPn
Ui
(1) とする。Ui ∩ Uj 内の任意の affine open U = SpecA, V =

π−1(U) に対して、Li|V (V ) = OPn
U
(1)(Pn

U ) = A[x0, · · · , xn]1 とかけ、同様に
Lj |V (V ) = A[x′0, · · · , x′n]1 とかける。

14



Transition automorphismの条件から A[x′0, · · · , x′n] ≈ A[x0, · · · , xn]なので、
貼り合わせにより P 上 invertible sheaf L を得る。

E = π∗L とすると E はOX -moduleであり、E |Ui
= π∗Li = π∗OPn

Ui
(1)から

(E |Ui)|U = π∗OPn
Ui
(1)|U = OPn

Ui
(1)|π−1U = OPn

U
(1)|π−1U = OPn

U
(1) = OU [x0, · · · , xn]1

となるが (実際、E |Ui
(U) = π∗OPn

Ui
(1)(U) = OPn

U
(1)(Pn

U ) = A[x0, · · · , xn]1)、
これは {xl}lを基底とする rank n+1の free sheafなので、E は locally free sheaf
of rank n+ 1である。

E からP(E )を作成すると、E がOX -moduleなので、Sym (E )はOX [x0, · · · , xn]
となる。P も P(E )もそれから構成されているので、等しくなるはずであるが、
簡単に言えば、P(E )の projection morphismを π′とすると、π−1(U)も π′−1(U)
も U ×Pn なので

P = π−1(X) = X ×Pn = π′−1(X) = P(E )

よりそれらは等しい。

X が regularということは locally factorialまで拡張できる。実際、(b)では
transition automorphismは linear automorphismになるということを利用して
いるが、それには Exercise II.5.18(a)解答の注釈で述べたように、Pic X がO(1)
で生成されることを用いている。しかし、PicはCaClから定義されており、基本
となる Corollary 6.17とその証明にある Pic X がO(1)で生成されることは、Cl
の公式に依存している。よってそれを Picで使うには、Proposition 6.11に述べ
られているように、locally factorialならばよいので、regularityをそこまで緩め
ることは可能である。

(d) X 上 Pn-bundle P に対して P ≈ P(E )となる E / ∼を対応させる。ここ
で ∼は E ∼ E ′ ⇔ E ′ = E ⊗ M , ∃M : X 上 invertible sheaf、となる同値関係。
Exercise 7.9(b)と本問題 Exercise 7.10(b), (c)から、この対応は 1対 1である。

2.7.11

(a) Exercise II.5.13より、任意の open U ⊆ X に対して

Proj
⊕

n≥0
I (U)n = Proj

⊕
n≥0

I (U)dn

が成り立つので、X̃ = Proj
⊕

n≥0I
n → Proj

⊕
n≥0I

dn を示せれば十分で
ある。
まず、I : coherentなのでI d : coherent, d > 0である (Proposition 5.2(b))。

また π−1I d = (π−1I )d であり (Exercise II.5.1解答内性質 3)、π−1I · OX̃ が
invertibleなので (Proposition 7.13(a))、

π−1I d · OX̃ = (π−1I · OX̃)d

も invertible である (Proposition 6.12)。よって、Proposition 7.14 より X̃ →
BlI d(X)が存在する (Blは blowing-upを示す)。
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以上により X̃ = Proj
⊕

n≥0I
dn が示された。

(b) Invertible sheafJ は coherent sheaf、coherent sheafの (tensor)積は co-
herent sheafなので、I · J は coherent sheafである。

S = ⊕d≥0I d とすると、Lemma 7.9から

S ∗ J =
⊕
d≥0

I d ⊗ J d =
⊕
d≥0

(I · J )d

⇒ ProjS = ProjS ∗ J

ゆえ、I におけるX の blowing-upと I · J におけるX の blowing-upは等し
い。

(c) U を、f−1U = U を満たす極大 open setとすると6、f−1V = V となる
open V は V ⊆ U を満たす。

X が regularなので、I の生成元 (X: noetherianなので有限)の最大公約元
が取れ、それによる Cariter divisorに対応する invertible sheafをF とする。

Theorem 7.17において、(b)から BlI ′X = BlIX = Z なので、f は π′でも
あり、従って f−1V ′ = V ′ が成り立ち (V ′ := X − Supp (OX/I ′))、V ′ ⊆ U ⇒
Supp (OX/I ′) ⊇ X − U を得る。

π−1U = Proj
⊕

d≥0 I (U) より π−1U = BlI (U)(U) なので、Proposition

7.13(a)から、(π−1I · OX̃)|π−1U = π−1I |U · Oπ−1U は invertibleである。
π−1U ≈ U ⇒ π−1(OU ) = Oπ−1U ≈ OU から7、π−1(I |U ) ≈ I |U ゆえ

(π−1I · OX̃)|π−1U = I |U · OU = I |U も invertibleである。
よって (b)から I ′ = I · F も U で invertibleで、Supp (OX/I ′) ⊆ X − U

が成り立つ。
以上、両者を合わせると、Supp (OX/I ′) = X − U が得られる。

2.7.12

iY : Y ↪→ X とする。X̃ は I := IY + IZ に関する blowing-up であり、
OY = OX/IY なので (Proposition 5.9 の証明内)、Y における I の inverse
image ideal sheafはI e = I · OY = I · OX/IY = I /IY である。
よって

Ỹ = Proj
⊕
d≥0

(I /IY )
d = Proj (

⊕
d≥0

I d/
⊕
d≥0

I d
Y )

Z̃ = Proj
⊕
d≥0

(I /IZ)
d = Proj (

⊕
d≥0

I d/
⊕
d≥0

I d
Z)

6Zornの補題から、このような極大 open setは存在する。また、f−1Uλ = Uλ ⇒ f−1(
⋃

λ Uλ) =⋃
λ Uλ より f−1V = V ⇒ V ⊆ U である。
7f : X

∼→ Y のとき、OY → π∗OX ⇒ π−1OY → OX であり、x, πxで両辺の stalkをとれば
一致するので、π−1OY

∼→ OX となる。
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となる。すると

Ỹ ∩ Z̃ = Proj (
⊕
d≥0

I d/
⊕
d≥0

I d
Y )

⋂
Proj (

⊕
d≥0

I d/
⊕
d≥0

I d
Z)

= V (
⊕
d≥0

I d
Y )

⋂
V (

⊕
d≥0

I d
Z) = V (

⊕
d≥0

I d
Y +

⊕
d≥0

I d
Z)

= Proj (
⊕
d≥0

(IY + IZ)
d/(

⊕
d≥0

I d
Y +

⊕
d≥0

I d
Z)) = ∅

が成り立つ。

2.7.13

(a) P1 において、{0} = (0, 1), {∞} = (1, 0)とする。下図式の C → Spec k
は projective ゆえ (C = ProjS/I → P2, S = k[x, y, z], I = (y2 − x3 − x2z)
は、S ↠ S/I が全射なので、closed immersion)、proper、従って base changeの
C× (P1−{∞}) → P1−{∞} ≈ A1も properである。同様にC× (P1−{0}) →
P1 − {0}も properである。

C × (P1 − {∞})

xxrrr
rrr

rrr
rrr

((PP
PPP

PPP
PPP

P

C

proper

&&MM
MMM

MMM
MMM

M P1 − {∞}

vvmmm
mmm

mmm
mmm

Spec k

Gm = A1 − 0 = P1 − {0,∞} = Spec k[t, t−1]に対し、

ϕ : C × (P1 − {0,∞}) → C × (P1 − {0,∞}), < Pt, u > 7→< Put, u >

が定義できる。ここで、P ∈ C は Exercise II.6.7で示したように、tで表せるの
でそれを明示するために Ptと記している。tはmax ideal (T − t) ⊆ k[T ]に対応
している。

Scheme glueing lemma Exercise II.2.12において

X0 := C × (P1 − {∞}), X1 := C × (P1 − {0})

U01 := C × (P1 − {0,∞}) ⊆ X0, U10 := C × (P1 − {0,∞}) ⊆ X1

ϕ01 = ϕ : U01 → U10, < Pt, u > 7→< Put, u >

ϕ10 = ϕ−1 : U10 → U01, < Pt, u > 7→< Pu−1t, u >

とすれば scheme X と8、π : X → P1 が定義できる。
8ϕ = id ではないので、X = C ×P1 とはならないことに注意。
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この際、π0 : U01
φ01→ U10

π1→ P1 − {0,∞} ≈ Gm が可換なので (π0 = π1ϕ, <
Pt, u > 7→< Put, u > 7→ uのこと)、X0 → P1 − {∞}とX1 → P1 − {0}の貼り合
わせはX → P1 となる。

U01

φ01 ≀

� �

� � / X0

ψ0   A
AA

AA
AA

A
π0

''PP
PPP

PPP
PPP

PPP

X
π // P1

U10

φ10≀

VV

� � / X1

ψ1

>>}}}}}}}}
π1

77nnnnnnnnnnnnnn

(5)

X0 → P1−{∞}, X1 → P1−{0}は各々properだったので、Corollary 4.8(f)
から π : X → P1 も properであり9、よってX は k上 completeである。

(b) C の normalizationが C̃ = P1となることは Exercise II.6.9解答で示した
が、すると整閉包の普遍的性質 (Exercise II.3.8解答内)から

C̃ ×A1 = P1 ×A1 (6)

となる。実際、下図式において、左図を整閉包 σ : P1 → C の U.P.とすると、右
図のように f : Z → C ×A1に対して整閉包 σ := σ × 1 : P1 ×A1 → C ×A1を
構成でき、また gの一意性は明らかである。

P1 σ // C P1 ×A1 σ=σ×1 // C ×A1

Z

∃!g1

``@@@@@@@@ f1

??��������
Z

∃!g=g1×f2

ccHHHHHHHHHH f=f1×f2

;;wwwwwwwww

Exercise II.6.9(a)はX = C ×A1としても成り立つ。実際、その解答におい
て snake lemmaが用いられているが、そこの kerα = Γ(X,O∗

X) = k∗ が成立す
る理由は、X = C ×A1 のカバリングを V = Spec k[x, y]/I ⊗ k[u]として sheaf
を分解して考えると、OV (V ) = k[x, y, z, u] ≈ k[t, u]∗ = k∗が成り立つ。X̃ = P1

についても同様にして Γ(W,O∗
W ) = k[t, u]∗ = k∗となる (W := Spec k[t]⊗ k[u])。

後は Exercise II.6.9(a)の証明がそのまま使える。
そこで、X ′ = C ×A1 として Exercise II.6.9(a)を適用すると

0 → Γ(C×A1, σ∗O∗
C̃×A1/O∗

C×A1) → Pic (C×A1)
σ∗

→ Pic (P1×A1) → 0 (7)

となる。
ここで、∞は y = ∞とすることにより C を y2 = x3 + x2 とみなす。
一般に L ⊆M のとき (M ⊗N)/(L⊗N) =M/L⊗N なので10、これを用い

ると C の部分とA1(またはA1 − 0)の部分に分けることができる。すなわち、

σ∗O∗
C̃×A1/O∗

C×A1 = σ∗O∗
C̃
/O∗

C ⊗O∗
A1

9X0 → P1 − {∞}, X1 → P1 − {0} はともに projective であるが、projective 性については
Exercise II.4.8(f) は成立しても Corollary 4.8(f) が成立するとは限らない。

10m⊗ n+ L⊗N ∈ (m+ L)⊗N, (m+ L)⊗ n = m⊗ n+ L⊗ n ∈ M ⊗N + L⊗N
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となるので (stalkを取れば等しく、また今述べたことからopen U上でσ∗O∗
C̃×A1/O∗

C×A1 →
σ∗O∗

C̃
/O∗

C ⊗O∗
A1)、

(σ∗O∗
C̃×A1/O∗

C×A1)|P0×A1 = (σ∗O∗
C̃
/O∗

C)|P0
⊗O∗

A1 |A1

a
= ÕP0

∗
⊗O∗

A1

b
= Gm ⊗O∗

A1 = GmO∗
A1

であり (
a
=は Exercise II.6.9(a)、 b

=は Exercise II.6.9(b)の ÕP0

∗
/O∗

P0
= Gm)

(σ∗O∗
C̃×A1/O∗

C×A1)(P0 ×A1) = GmO∗
A1(A1) = Gmk[u]

∗ = Gm

となる。
Proposition 6.6と Proposition 6.4(c)を用いれば、Pic (P1 × A1) = Zであ

り、式 (7)は

0 → Gm → Pic (C ×A1) → Z → 0

となる。
この完全系列は分裂している。実際、

α : Z → Pic (C ×A1), 1 7→ OC×A1(1)

とすると、linear systemとして (t, u) = (σ∗x, σ∗y, σ∗u)より、σ∗(OC×A1(1))は
生成元となるので、OP1×A1(1) = σ∗(OC×A1(1))、σ∗α = 1Z である。
よって

Pic (C ×A1) = Gm × Z

が得られる。

さて、Pic (C×A1) = Gm×Z 3 (t, n), t ∈ Gm, n ∈ Zとしよう。このときの
nは Pic (C ×A1) 3 L (D)の degDである (Proposition 6.9(c))。Exercise II.6.7
から Put′ = Pt′ +Pu−P0なので、Pic (C×A1) 3 L (D), D =

∑
i ni < Pti , ui >

のとき、D =< PΠit
ni
i

+ (n − 1)P0,Πiu
ni
i >, n = degD =

∑
i ni である (curve

上では prime divisorの次数は 1)。
このとき、0 → Gm → Pic (C ×A1) → Z → 0においては t ∈ Gm は Πit

ni
i

に対応している。

Pic (C × (A1 − 0))に関しては、X ′ = C × (A1 − 0)とした式 (7)に対応して

0 → Γ(X ′, σ∗O∗
X̃′/O∗

X′) → Pic (C × (A1 − 0))
σ̃∗

→ Pic (P1 × (A1 − 0)) → 0

が成り立つ。
なお、C× (A1−0)の整閉包はP1× (A1−0)で (式 (6)と同様、k[u, u−1]は整

閉)、Exercise II.6.1からPic (P1×(A1−0)) = Pic (A1−0)×Zであり、k[u, u−1]
は UFDゆえ CL (A1 − 0) = CL (Spec k[u, u−1]) = 0なので (Proposition 6.2)、
Pic (P1 × (A1 − 0)) = 1× Z = Zとなる。
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C × (A1 − 0)のときの (σ′∗O∗
C̃×(A1−0)

/O∗
C×(A1−0))(C × (A1 − 0))の部分も

同様で (A1 − 0 = Spec k[u, u−1])

(σ′∗O∗
C̃×(A1−0)

/O∗
C×(A1−0))(C × (A1 − 0)) = Gmk[u, u

−1]∗ = Gm×Z (8)

なので、上完全系列は

0 → Gm × Z → Pic (C × (A1 − 0)) → Z → 0

となる。これも同様に分裂するので

Pic (C × (A1 − 0)) = Gm × Z× Z

が成り立つ。

(c) 制限写像 Pic (C ×A1) → Pic (C × (A1 − 0))を、それぞれの完全系列に
施すと

0 // Gm
//

��

Pic (C ×A1) //

��

Z //

��

0

0 // Gm × Z // Pic (C × (A1 − 0)) // Z // 0

を得る。左の列Gm → Gm × Zでは t = tu0 ∈ Gm に相当していたので、t 7→<
t, 0 > となる。中央の列の元は両脇の元 < t, 0 > と n を合わせたものとなり、
Pic (C ×A1) → Pic (C × (A1 − 0)), < t, 0 > 7→< t, 0, n >となる。

完全系列

0 → Gm × Z → Pic (C × (A1 − 0)) → Z → 0 (9)

において、Gm×Z 3< t, d >, Z 3 n、すなわち Pic (C × (A1 − 0)) 3 L (D) =<
t, d, n >とする。

Gm × Z 3< t, d >は式 (8)からきているので、Gm × Zの元 < t, d >は正確
には tud である。
ここで上記完全系列 (9)にϕを作用させる。これはϕ < Pt, U >= ϕ < PΠit

ni
i
+

(n− 1)P0,Πiu
ni
i >より ϕui の形の作用を n回実施するということなる。一回に

つき tud 7→ tud+1 と変化させるので (ui をまとめて uと記している)、全体では
tud 7→ tud+n となる。
よって ϕによって、Gm×Z 3< t, d > 7→< t, d+n >, Pic (C × (A1 − 0)) 3<

t, d, n > 7→< t, d+ n, n >と写る。

(d) X は C × (P1 − {0})と C × (P1 − {∞})を ϕ : C × (P1 − {0,∞}) ∼→
C × (P1 −{0,∞})に沿って貼り付けた schemeなので、図式 (5)の記号を用いて
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次の可換図が得られる。

Pic (C × (P1 − 0)) // PicC × (P1 − {0,∞})

φ

��

PicX

ψ∗
1

66nnnnnnnnnnnn

ψ∗
0

((PP
PPP

PPP
PPP

P

Pic (C × (P1 −∞)) // PicC × (P1 − {0,∞})

PicXの元に対して、上のルートではL 7→ (t, 0, n) 7→ (t, 0, n) ∈ PicC×(P1−
{0,∞}) = PicC× (A1−0)となり、さらに ϕによって (t, 0, n) 7→ (t, n, n)と変化
する。一方、下のルートではL 7→ (t′, n′) 7→ (t′, 0, n′) ∈ PicC × (P1 − {0,∞})
となる。それらが等しいので、(t′, 0, n′) = (t, n, n) ⇒ t = t′, n = n′ = 0を得る。
よって PicX 3 L 7→ (t, 0) ∈ Pic (C × (P1 −∞)) = Pic (C ×A1) = PicC よ

り、PicX の PicC への像は次数 0の divisorからなっている。
さて、X が k上 projectiveと仮定する。C → X → Pr から

PicPr → PicX → PicC

が得られる。Exercise II.6.2(d)より、Pr の divisorの写った先での次数は行き先
schemeの次数倍なので、例えばPrの次数 1の divisorの像の次数は 1 ·degC = 3
となる。ところが、すでに述べたように、PicX → PicC を通過する divisorの
次数は 0となってしまうので、矛盾する。
よってX は projective over kではないし、π : X → P1 も projectiveではな

い。

2.7.14

(a) X = P1, E = OX(−1)⊕r, r > 1とすると、X は noetherian で、E は
invertibleなので locally free of rank rであり、また有限生成OX -moduleなので
coherentである。

P := P(E ) = Proj
⊕

d≥0 E ⊗dとしたとき、OP (1)のglobal section Γ(π−1X,OP (1))

は π−1X = Proj
⊕

d≥0 E (X)の 1次部分なので E (X) = OX(−1)(X) = 0、す
なわち Γ(π−1X,OP (1)) = 0である11 。
このとき、もし OP (1)が X に関して very ampleだとすると、i : P ↪→ Pr

X

と、OP (1)を生成する global section s0, · · · , sr が存在して sj = i∗xj を満たすこ
とになるが、OP (1)の global sectionは 0なので r = 0、すなわち P ↪→ P0

X と
なってしまい、これはあり得ない。よってOP (1)はX に関して very ampleでは
ない。

[注意] X → Y の場合には、Theorem 7.6は下記の性質 7に示すように (⇒)は
拡張できるが、(⇐)について証明したわけでないので、OP (1)が ampleでないか
らといってX に関して very ampleでないとは言えない。

11一般に X = ProjS = Proj ⊕d Sd のとき、Γ(X,OX(1)) = S̃(1)(X)|0 = S1
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(b) Ampleの定義 (Definition, p.153)では、X が noetherianということが前
提となっているので、ここでもX は noetherianとする。

Proposition 7.10(b)から OP (1) ⊗ π∗Lm, ∃m > 0は X に関して P 上 very
ampleであり、また、Exercise II.7.5(e)から12、ある正整数 n0に対し、L n, ∀n ≥
n0 は Y に関してX 上 very ampleである。
よって、Exercise II.5.12(b)より

(OP (1)⊗ π∗Lm)⊗ π∗L n = OP (1)⊗ π∗Lm+n, ∀n ≥ n0

すなわち

OP (1)⊗ π∗L n, ∀n ≥ N = m+ n0

は Y に関して P 上 very ampleとなる。

性質 6. (一般化 Theorem 7.1)
f : X → Y とする。
(a) Morphism ϕ : X → Pn

Y = Y × ProjZ[x0, · · · , xn]が存在すると、X 上の
sheaf L := ϕ∗OPn

Y
(1)は invertibleであり、L は si = ϕ∗xi, i = 0, · · · , nで ggs

される。
(b) X 上 invertible sheaf L が si ∈ L i, i = 0, · · · , nで ggsされるならば、

ϕ : X → Pn
Y が一意的に存在して、L := ϕ∗OPn

Y
(1), si = ϕ∗xi を満たす。

(証明) (a) OPn
Y
(1)が invertibleなのでL := ϕ∗OPn

Y
(1)も invertibleであり13

、Theorem 7.1(a)の証明はそのまま成立する。
(b) si ∈ Γ(X,L ), i = 0, · · · , nがL を ggsするとする。Xi := {P ∈ X|siP 6∈

mPLP }とおく。
Y の open affine coveringの一つをV = SpecAとし、U = f−1V, X ′

i = Xi∩U
とする。このとき、si|U ∈ Γ(U,L |U )はL |U を ggsするので、Theorem 7.1(b)
から ϕV : U → Pn

V が一意的に存在して、L |U := ϕ∗
VOPn

V
(1), si|U = ϕ∗

V xiを満
たす。
この際、ϕU : U → Pn

V は、Ui = U ∩Xi = {P ∈ U |siP 6∈ mPLP }としたとき

A[y0, · · · , yn] → Γ(Ui,OUi), yj 7→ sj |U/si|U , yj = xj/xi

⇒ Ui → Pn
Vi
, Vi = SpecA[y0, · · · , yn]

から貼り合わせで得られたが、sj |U の貼り合わせが global section sj ゆえ、さら
に ϕU : U → Pn

V から ϕ : X → Pn
Y へのもう一段の貼り合わせが可能となり、

si = ϕ∗xi も得られ、L = ϕ∗OPn
Y
(1)が成り立つ。(証明終)

性質 7. (一般化 Theorem 7.6(⇒))
f : X → Y が finite type、L が invertible sheafとする。このとき、

L : ample ⇒ L ⊗m : very ample over Y, ∃m > 0
12この Exercise II.7.5(e) が f : X → Y の場合でも成立するのは、拡張版 Theorem 7.1(次の性
質 6) および拡張版 Theorem 7.6(⇒)(次の性質 7) が成立するからである。

13一般に f : X → Y で、F がY 上 invertible sheafならば f∗F も invertible sheafである。なぜな
ら、F |V = OV , U := f−1V のとき、(f∗F )|U = f

∗
F |V = f

∗OV = f
−1OV ⊗

f
−1OV

OU = OU
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(証明) f : X → Y において、Y の affine open coveringをとって Y ⊇ Vl =
SpecAl を考えると、Theorem 7.6 の (⇒) 部分の証明はそのまま使える。この
際、Vl から作られた {bl,i,j , cl,i,j}l,i,j を全体として捉え、ϕ : X → PN

Y を拡張版
Theorem 7.1(性質 6)を利用してテキスト証明と同様に構成すればよい。(証明終)

[注意] Theorem 7.6(⇐) は証明できてない。実際、こちらでは Serre の定理
5.17も拡張する必要があり、そもそも Y が noetherianであることが必要となる。
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