
2 Schemes

2.6 Divisors

2.6.1

Scheme X が条件 (∗)、すなわち noetherian integral separated scheme で、
codim 1のOxが regularであるとする。このときX ×Pnも (∗)を満たすことを
示す。

(Noetherian) X は有限個の Ui = SpecAi, Ai: noetherian ring でカバーでき
(Def. p.83)、PnはD+(xj) = SpecZ[x0, · · · , xn](xj), j = 0, · · · , nでカバーされ
るので、X ×Pn は SpecAi[x0/xj , · · · , xn/xj ]でカバーできる。

Ai は noetherianゆえ Ai[x0/xj , · · · , xn/xj ]も noetherianであり ([1], Corol-
lary 7.6)、従ってX ×Pn は noetherianとなる。

(Integral) X, Pn の open affine coveringを Ui = SpecAi, D+(xj)とすると

Ui ×D+(xj) = SpecAi[x0/xj , · · · , xn/xj ]

は integralなので、次の性質 1より、X ×Pn は integralである。
(Separated) X, Pn は separatedなので (SpecZ上)、X ×Z Pn も separated

である (Corollary 4.6, (d))。
(Regular in codimension 1) これは localな性質なので、X ×Pn をカバーす

る開集合X ×Anがそれを満たせばよい。Fiber productは結合律を満たし (解答
Exercise II.4.4の性質 3に示した)、An = An−1×A1なので1 Proposition 6.6を
用いれば、数学的帰納法より成立する。

次に Cl(X ×Pn)
∼
= Cl(X)× Zを証明する。

まず、q : X × Pn → Pn を projection morphismとすると、η0 = (x0)に対
し、Z := q−1({η0}−) = X × {η0}− は既約であり、codimensionが 1であること
を示す2。

{η0}− = V ((x0)) = ProjZ[x0, · · · , xn]/(x0) = ProjZ[x1, · · · , xn]

=
⋃
j

D0
+(xj), D

0
+(xj) := SpecZ[x1/xj , · · · , xn/xj ]

より

X × {η0}− =
⋃
j

(X ×D0
+(xj)) (1)

であるが、X の open coveringを Ui = SpecAi とすると、

Ui ×D0
+(xj) = SpecAi[x1/xj , · · · , xn/xj ]

1一方 Pn = Pn−1 ×P1 とは限らない。Exercise II.5.11
2p.88 では inverse image p−1

1 (U) = U × Y を示すときに U を open としているが、証明
を追えば分かるように、U は closed subscheme でも成立する。あるいは、The Stacks project,
Definition 26.17.7 より、f : X → Y のとき、Z ⊆ Y に対し f−1(Z) = Z ×Y X なので、
p−1(Z) = Z ×X (X ×S Y ) = Z ×S Y 。

1



は integralなので、性質 1から Z = X × {η0}− は既約となる。
X×Pnの非空なopenとしてSpecAi[x0/xj , · · · , xn/xj ]が取れるので、dim(X×

Pn) = dimX + n である。一方、Z = q−1({η0}−) = X × {η0}− の非空な
open として Ui × D0

+(xj) = SpecAi[x1/xj , · · · , xn/xj ] が取れるので (式 (1))、
dimZ = dimX + n− 1であり、codimZ = 1となる。

Proposition 6.5(c)から Z→ ClX ×Pn → Cl (X ×Pn −Z)→ 0が成立する
が、X×Pn−Z = q−1(V ((x0))

c) = X×D+(x0) = X×Anであり、Proposition
6.6を用いれば Cl (X ×An) = ClX となるので

Z i→ Cl (X ×Pn)
φ→ ClX → 0

を得る。
ここで、i : Z→ Cl (X ×Pn)が単射であることを示す。
D = dZ = (f), f ∈ K(X×Pn)、すなわち vZ(f) = d 6= 0, vY (f) = 0, ∀Y 6=

Z と仮定する。
X が既約なのでK は constant sheaf、ゆえにK (U) = K = K(X)で

K(X ×Pn) = Frac (Ai[x0/xj , · · · , xn/xj ]) = K[x0, · · · , xn]((0))

であり、これはK(x0, · · · , xn)において、0次の斉次有理式からなる部分集合に
等しい。従って、f = (xr0g)/h, x0 6 |g, h, gcd(g, h) = 1, r + deg g = deg hとかけ
る。ここで、degは x0, · · · , xn に関するものである。

Z = {η}− ⊆ X × Pn とすると、ある i, j に対し η ∈ U := Ui × D+(xj) =
SpecAi[x0, · · · , xn](xj), Ui = SpecAi ⊆ X であり、S = Ai[x0, · · · , xn]とする
と S(xj) において、η = p(xj) = (x0)(xj) ゆえ (pは S の prime ideal)

OX×Pn,η = OU,η = (S(xj))p(xj)
= S(p)

となる。
そのmax idealはm = p(p) = (x0)((x0))なので、f = (xr0g)/hより vZ∩U (f) = r

である。既に述べたように vZ(f) = vZ∩U (f)から、r = d、すなわち

f = (xd0g)/h, x0 6 |g, h, gcd(g, h) = 1, d+ deg g = deg h

を得る。d 6= 0ゆえ、g, hのいずれかは既約成分を持ち、対応する prime divisor
を Y とすると、vY (f) 6= 0となって、仮定に反する。よって、iは単射であり、完
全系列

0→ Z i→ Cl (X ×Pn)
φ→ ClX → 0 (2)

が得られる。
次に、この完全系列 (2)が分裂していることを示す。U := X×Pn−Z = X×An

とおくと

ϕ : Cl (X ×Pn)→ ClU, V 7→ V ∩ U
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ここで、Y をXの prime divisorとすると、既に述べたように Y ×PnはX×Pn

の prime divisorとなり、性質 2から

Y ×Pn 7→ (Y ×Pn) ∩ (X ×An) = Y ×An

Cl (X ×An) ≈ ClX の対応により Y が Y ×An に対応しているので、

ϕ : Y ×Pn 7→ Y

ここで、

δ : ClX → Cl (X ×Pn), Y → Y ×Pn

とおくと、ϕδ = idClX なので、完全系列 (2)は分裂している。
以上により、Cl (X ×Pn) = ClX × Zが成立する。

性質 1. 既約 scheme X, Y の open affine coveringをUi = SpecAi, Vj = SpecBj
とするとき、nilradical N(Ai ⊗ Bj)が prime idealならばX × Y は既約である。
さらに Ai ⊗Bj が整域ならばX × Y は integralである。

(証明) (i) X が affine schemeの場合
X = SpecA, N(A⊗Bj)が prime idealとする。

X × Y = X ×
⋃
j

Vj =
⋃
j

(X × Vj) =
⋃
j

Spec (A⊗Bj)

Exercise II.3.15の解答内の性質 8を用いて既約性を示す。Vjが openなのでX×Vj
は openであり、X × Vj = Spec (A⊗ Bj)は仮定よりN(A⊗ Bj)が prime ideal
なので既約である (Example 3.0.1)。

Y が既約なので Vj ∩ Vk 6= ∅から ι : SpecBjk ↪→ Vj ∩ Vk となる Bjk が存在
し (Exercise II.3.1の性質 1)、SpecBjk 6= ∅である。よって、

1× ι : SpecA× SpecBjk → SpecA× (SpecBj ∩ SpecBk) (3)

において SpecA × SpecBjk = Spec (A ⊗ Bjk) 6= ∅ から SpecA × (SpecBj ∩
SpecBk) 6= ∅となるので、

(X × Vj) ∩ (X × Vk) = SpecA× (SpecBj ∩ SpecBk) 6= ∅ (4)

である。よってX × Y は既約となる。
(ii) X が一般の schemeの場合
X × Y = (

⋃
i Ui)× Y =

⋃
i(Ui × Y )において、Ui × Y は open、かつ (i)よ

り既約である。また Vj = SpecBj
ι′

↪→ Y とすると、(i)より X × Vj は既約ゆえ
(Ui × Vj) ∩ (Uk × Vj) 6= ∅である。すると式 (3)と同様に

1× ι′ : (Ui ∩ Uk)× SpecBj → (Ui ∩ Uk)× Y

が存在するので、(Ui × Y ) ∩ (Uk × Y ) 6= ∅を得る。従って、Exercise II.3.15の
性質 8からX × Y は既約である。
さらに Ai ⊗ Bj が整域ならば Ui × Vj は integral、よって既約性と合わせて

X × Y は integralとなる。(証明終)
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性質 2. Scheme系列 V ↪→ X
δ→ S, W ↪→ Y

σ→ S に対し

(1) V ×S W = (V ×S Y ) ∩ (X ×S W ) = p−1V ∩ q−1W

が成り立つ。
さらに開集合 U ⊆ S に対し、δ(V ) ⊆ U, σ(W ) ⊆ U ならば

(2) V ×U W = V ×S W

である (Stack Project, Lemma 26.17.3)。

(証明) (1) Fiber productの U.P.を用いて証明する。

X × Y
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上図において、ι, i, j は実際は inclusion (⊆)である。

pθ = if, qθ = jg

より pθ(Z) = f(Z) ⊆ V ⇒ θ(Z) ⊆ p−1(V ) = V × Y、同様に θ(Z) ⊆ X ×W な
ので

θ(Z) ⊆ (V × Y ) ∩ (X ×W )

従って θは実質 θ′ : Z → (V × Y ) ∩ (X ×W )である。
α := pι = p|(V×Y )∩(X×W ), β := qι = q|(V×Y )∩(X×W ) とおくと

α((V × Y ) ∩ (X ×W )) = p((V × Y ) ∩ (X ×W )) ⊆ p(V × Y ) ⊆ V

⇒ α((V × Y ) ∩ (X ×W )) ⊆ V

なので、αは実質 α′ : (V × Y ) ∩ (X ×W )→ V に等しい。
よって、αθ′ = pιθ′ = pθ = if から α′θ′ = f となり、同様にして β′θ′ = gを

得る。
θ′ の他に δ : Z → (V × Y ) ∩ (X ×W )が存在して、α′δ = f, β′δ = gを満た

したとする。すると、αδ = if ⇒ pιδ = if, βδ = jg ⇒ qιδ = jgとなり、θの一
意性から ιδ = ιθ′、よって δ = θ′ となる。
従って、fiber productの U.P.から V ×S W = (V ×S Y )∩ (X ×S W )が成立

する。
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(2) 下図式において h : U → S は inclusionである。
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V ×SW の universal propertyから θ′が存在する。一方、V ×SW の構成から
hδ|V α = hσ|V β なので、hの単射性より δ|V α = σ|V β となり、今度は V ×U W
の universal propertyから θが存在する。
すると fiber productの universal propertyにおけるmorphismの一意性から

θθ′ = idV×UW , θ
′θ = idV×SW となるので、V ×UW = V ×SW が得られる。(証

明終)

2.6.2

Varietyは既約であり、noetherian, reduced, separatedは明らかなので、Xは
(∗)を満たす。

(a) Pn
k の prime divisorは codim 1の既約閉なので Exercise I.2.8より irre-

ducible hypersurfaceであり、V = V ((f)), f ∈ S = k[x0, · · · , xn], f : irreducible
homogeneous polynomialで与えられる。

V ∩X の既約成分を {Yi}とすると、Yi は X の prime divisorである。Yi に
対し、Yi ∩U 6= ∅となるPn

k の open coveringの一つが存在するので、それを Ui
とおく。以下、ここでは Ui = D+(xi)とする。

V = V ((f)) とすると V ∩ Ui = V ((f)(xi)) である。なぜなら V ((f)) =
ProjS/(f)より、V ∩UiはV におけるD+(xi)、即ちDV

+(xi) = Spec (S/(f))(xi) =
Spec (S(xi)/(f)(xi) = V ((f)(xi))だからである。ここでfi = f(x0/xi, · · · , xn/xi) =
f/xdeg fi とおくと V ∩ Ui = V ((fi)), fi ∈ K(Ui) = K(Pn

k ) = k[x0, · · · , xn]((0))
となる。
このとき、fi = fi|X∩Ui

とすると3 、Yi ∩ Ui がX ∩ Ui の prime divisorゆえ
vYi∩Ui

(fi)が存在する。
3一般に、Z に対応する prime idealを IZ , S(Z) = S/IZ とおく。Z

i
↪→ Pn

k から Z = {η}− と
すると (η は IZ に対応)、i#η : OPn

k
,i(η) = S(η) ↠ OZ,η = S(Z)(η) = (S/IZ)(η) = K(Z) が存在

し (Exercise 2.18(c))、その拡張として ϕ : K(Pn
k ) ↠ K(Z)が得られる。f ∈ K(Pn

k )のとき、f |Z
は ϕ(f) のことである。実際、z ∈ Z は S/IZ の prime ideal なので z ⊇ η であり、よって f を Z
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ここで、もしUiの他にYi∩Uj 6= ∅とする。Yi = {ζ}−のとき、ζ ∈ Yi∩Ui, ζ ∈
Yi∩UjよりOYi∩Ui,ζ = OYi∩Uj ,ζ = OX,ζ となるので、これらのmax ideal mは一
致する。よって fi = f/xdeg fi ∈ mr ⇔ f/xdeg fj ∈ mrから vYi∩Ui(fi) = vYi∩Uj (fj)

が得られる。fj ∈ K(X∩Ui) = K(X)なので、vYi∩Uj
(fj) = vYi

(fj) = niとなる。
よって

ϕ : DivPn
k → DivX, V 7→ V.X

が定義できる。

(b) D = (f), f ∈ K(Pn
k )に対し、f =

∏
l f

nl

l , fl ∈ k[x0, · · · , xn]とする。
D =

∑
l nlVl, Vl = V (fl)からD.X =

∑
l nl(Vl.X)である。

X の prime divisorを {Zj}とし、f il = fl/x
deg fl
i , for Zj ∩ Ui 6= ∅, ∃Ui =

D+(xi)とおくと、Vl ∩Ui = V (f il )である。(a)で示したように、Zj ∩Ui 6= ∅な
らどの iでもよい。ここで選ばれる iは lに依存するので、その f il をあらためて
fl とおく (deg fl = 0)。すると

Vl.X =
∑
j

vZj (fl)Zj

となる。実際、Vl∩Xの既約成分はXの prime divisorであり ((a)で示した)、それ
以外のXの prime divisor Zjでは vZj

(fl) = 0となる。なぜなら、もし vZj
(fl) > 0

とすると、Zj ∩Ui 6= 0となるUiに対して、vZj
(fl) = vZj∩Ui

(fl)より、Uiにおい
て Zj に対応する prime idealを pj とすると、fl ∈ pj ⇒ Vl ∩ Ui|X∩Ui = V (fl) ⊇
V (pj) = Zj ∩ Ui となり、Zj の仮定に反するからである。
よって

D.X =
∑
l

nl
∑
j

vZj
(fl)Zj =

∑
j

vZj
(
∏
l

fl
nl
)Zj

となるが、f ′ =
∏
l fl

nl とすると deg f ′ = 0 ⇒ f ′ ∈ K(Pn
k )より D.X = (f ′)で

ある。

(c) S/(IX + IV ) = (S/IX)/((IX + IV )/IX) = S(X)/(IV /(IV ∩ IX))なので、
閉集合 Yj に対応する S の prime idealを pj とすると、

S/(IX+IV )(pj) = (S(X))(pj)/(IV /(IV ∩IX))(pj) = S(X)(pj)/(f i)(pj) = OX,pj/(f i)(pj)

が成り立つ。ここで、IV = (f)であり、脚注 3から IV /(IV ∩ IX) = (f)なので、
pj ∈ Yj ∩Ui 6= ∅とすると、pj で localizeすることにより、(IV /(IV ∩ IX))(pj) =

(f)(pj) = ((f)|Ui)(pj) = (f i)(pj) となることを用いた。
i(X,V ;Yj) = lengthS/(IX+IV )(pj) = lengthOX,pj

/(f i)(pj)であるが、OX,pj

は次元 1の regularなので、その idealはmax ideal mj = pj(pj)
の冪乗となる ([1],

に制限するということは z ⊇ η なる z のみを扱うということなので、ϕ(f) に等しい。なお、i(η) は
S/IX の prime ideal である η に対する S の prime ideal であり、それは η なので i(η) = η とな
る。
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Proposition 9.2, (v))。従って、その長さは m0
j ) m1

j ) · · · ) mrj = (f i)となる
r、すなわち vYj

(fi)に等しい4。

D =
∑
l nlVl, Vl = V (fl), fl ∈ k[x0, · · · , xn]とする。すでに示したことから

Vl.X =
∑
j i(X,Vl;Yj)Yj なので、Theorem I.7.7より

deg Vl.X =
∑
j

i(X,Vl;Yj) deg Yj = degX · deg Vl

となる。従って

degD.X =
∑
l

nl deg Vl.X =
∑
l

nl deg Vl · degX = degD · degX (5)

が成り立つ。

(d) D = (g), g ∈ K(X)とする。Closed immersion i : X ↪→ Pn
k に対する

i#x : OPn
k ,i(x)

= S(px) ↠ OX,x = (S/IX)(px) = S(X)(px)

は全射であり、ϕ : K(Pn
k ) ↠ K(X)も全射となる。よってg = g1/g0 ∈ K(X), g0, g1 ∈

S(X)に対して、ϕ(f) = gとなる f = f1/f0 ∈ K(Pn
k ), f0, f1 ∈ S が存在する。

ϕは環準同型なので、fと gの既約多項式分解が対応する。すなわち f =
∏
l f

nl

l

とすると gの既約多項式分解は g =
∏
l g
nl

l , gl = ϕ(fl)となる。実際、gl = g1g2
とすると、全射性から fl も可約となってしまう。

(a)で示したように、fl のX への像が fl なので、fl = gl である。よって (b)
から

(f).X =
∑
l

nl
∑
j

vZj (fl)Zj =
∑
j

vZj (
∏
l

gnl

l )Zj =
∑
j

vZj (g)Zj = (g) = D

が得られる。すると (c)と Proposition 6.4から

degD = deg((f).X) = deg(f) · degX = 0

となる。
ψ : ClPn

k → ClX, D 7→ D.X とすると、式 (5)は deg ◦ψ = (degX) degなの
でテキストの可換図式そのものである。

Proposition 6.4(c)からdeg : ClPn
k → Zは単射であり、Proposition I.7.6(a)よ

り degX 6= 0、よって (degX) deg : ClPn
k → Zも単射、すると deg ◦ψ : ClPn

k →
Zが単射となり、ψ : ClPn

k → ClX は単射である。

2.6.3

(a) P = (0, · · · , 0, 1) ∈ Pn+1 とすると、πは

π : Pn+1 − P → Pn, (a0, · · · , an, an+1) 7→ (a0, · · · , an)
4mj = pj(pj)

であるが、実質 mj = pj なので mr
j = (f i) としてよい。
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で与えられる。Pn のカバー Vi = D+(xi) ≈ An に対し、Ui = V ∩ Vi とおくと

π−1(Ui) = {(a0, · · · , an, an+1)|(a0, · · · , an) ∈ Ui, ∀an+1 ∈ k}

≈ An ×A1 = An ×k A1 ≈ Ui ×k A1

となり、

π−1(V ) = V ×k A1 (6)

を得る。
X は k 上ゆえ、X ⊇ SpecAとすると A ⊗k k[t] = A[t] = A ⊗ Z[t]なので、

X ×A1 = X ×k Ak
1 であり、Proposition 6.6が使えて

ClV
∼
= Cl (V ×A1) = Cl (π−1(V )) = Cl (X − P ) (7)

が成立する。ここで、dimX ≥ dim(Ui×A1) = n+1 ≥ 2より codim(P,X) ≥ 2
なので、Proposition 6.5(b)から Cl (X − P ) = ClX ゆえ

ClV
∼
= ClX

となる。
なお、V は (∗)を満たしているので、式 (7)からX −P も (∗)を満たす。この

ときX は regular in codim 1である。なぜなら、x 6= P なら OX,x = OX−P,xよ
り regular in codim 1であり、x = P のときは、OX,x = OPn+1,P = S((xn+1)) ≈
k[x0, · · · , xn]は整閉ゆえ、X も regular in codim 1となる。その他の条件は明ら
かなので、X は (∗)を満たす。
すると、X = An+1∩XからXは integralであり (noetherian, separatedは明

らか)、OX,x = OX,xから regular in codim 1なので、X も (∗)を満たす。X −P
も同様である。

(b) Pnにおいて V = Zn(p)とする (Zn(·)はPnにおけるZ(·)のことで、以下
ではPn+1における場合は Z(·)と記す)。ここで pは k[x0, · · · , xn]の斉次 prime
idealである。このとき、V ⊆ X となる V は V ′ = Z((pe, xn+1)のことであり、
Pn+1 では {(a0, · · · , an, 0)|(a0, · · · , an) ∈ V }のことである。

Hn+1 = Z(xn+1)とすると、X = Z(p)なのでHn+1∩X = Z((pe, xn+1) = V ′

であり、Hn+1.X = V ′となる。なぜなら hyperplane Hn+1 = (xn+1)に対しては
vV ′(xn+1) = 1にしかなり得ないからである。

H = Zn(g), g:斉次 1次式 のとき H ′.X = π∗(V.H), H ′ := π−1(H) = Z(g)
が成り立つ。
(∵) V ∩H =

⋃
i Yiを既約成分分解とすると、Yiは prime divisorである (Exercise

6.2(a))。

V.H =
∑
i

niYi, ni = vYi
(gi), gi = g/xdeg gi , gi = gi|V ∩Vi

π∗(V.H) =
∑
i

niπ
−1(Yi)
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ここで gi は Vi で localにH を表す equationである。
一方H ′ := π−1(H) 63 P ゆえ

X ∩H ′ = (X − P ) ∩H ′ = π−1(V ) ∩ π−1(H) = π−1(V ∩H)

= π−1(
⋃
i

Yi) =
⋃
i

Zi, Zi = π−1(Yi)

よって X ∩ H ′ =
⋃
i Zi となる。Zi = π−1(Yi) は X の prime divisor であり、

H ′ = Z(g)から

X.H ′ =
∑
i

liZi, li = vZi
(gi)

ここで gi は localにH ′ を表すものにもなっている。
π : Zi ↠ Yi は全射だから、Zi = {η}− とすると、

Yi = π(Zi) = π({η}−) ⊆ {π(η)}−

より π(η)は生成元であり、OV,π(η) ↪→ OX,η は単射、local homomorphism性か
らそれらの max idealは対応する。従って、ni = vYi

(gi) = vZi
(gi) = li が得ら

れる。
以上によりH ′.X = π∗(V.H)が成り立つ。((∵)終)

H ′−Hn+1 = (g/xn+1)はprincipalなのでX.(H ′−Hn+1) = X.H ′−X.Hn+1 =
π∗(V.H)− V ′ も principalであり (Exercise II.6.2(b))、ClX において

π∗(V.H) = V ′

が成り立つ。

Proposition 6.5(c)より exact系列

Z ι→ ClX → Cl(X − V )→ 0, 1
ι7→ V ′

が得られる。ここで ιは単射である。なぜなら、もし nV が principalとすると
その deg は 0 となるので (Corollary 6.10)、deg nV = n deg V = 0 となるが、
Proposition I.7.6(a)より deg V 6= 0なので n = 0だからである。

X = π−1(V ) ∪ P = {(a0, · · · , an, an+1)|(a0, · · · , an) ∈ V, an+1 ∈ k} ∪ P

X − V ′ = {(a0, · · · , an, an+1)|(a0, · · · , an) ∈ V, an+1 6= 0 ∈ k} ∪ P

{(a0, · · · , an)}はAn+1をPn+1のD+(xn+1)とみなしたときの (n+ 1成分は非
零)、0を含めたZA(p) = C(V ) = Xに等しい (ZA(·)はAn+1での Z(·)のこと)。
以上から上記 exact系列は

0→ Z ι
↪→ ClX → ClX → 0, 1

ι7→ V ′

9



となる。ここで ClX ≈ Cl (X − P )(Proposition 6.5(b))と π∗ : ClV
∼→ Cl (X −

P )((a)で示した)から ClV ≈ ClX が得られるが、すでに述べたように π∗(V.H)
と V ′は linearly equivalentなので、ClX における V ′はClV における V.H に相
当する。なお、Proposition 6.5(b)の証明にあるように ClX と Cl(X − P )は同
じなので、π∗(V.H)は ClX の元と考えてよい。以上により exact系列

0→ Z ι
↪→ ClV

δ→ ClX → 0, 1
ι7→ V.H (8)

が得られる。
この式を書き直すと

0→ Z ι
↪→ ClV

π∗

≈ Cl (X − P )→ ClX → 0, 1
ι7→ V.H

となるが、Cl(X − P ) = ClX であり、また Cl(X − V ) = Cl(X − V − P ) =
Cl(X − P ) より

Cl(X − P ) = ClX
β→ Cl(X − V ) = Cl(X − V − P ) = Cl(X − P )

γ
≈ ClX

を得る。ここで

β : Cl(X − P )→ Cl(X − P ) ⇐ restriction to X − P

γ : Cl(X − P ) ∼→ ClX ⇐ inclusion in X

とみれば、δ = γβπ∗ となる。

(c) S(V ): ufdとする。
このとき S(V )は整閉ゆえ ([1], p.63上)、projectively normalである。また、

X を An+1 における affine variety とみなすと、そこでも S(V ) は ufd なので、
Proposition 6.2より ClX = 0が得られる。よって式 (8)は

0→ Z ι→ ClV → 0, 1
ι7→ V.H

となり、ιは isomorphismである。さらに im ι = ClV なので、ClV は Z上 V.H
で生成される。

逆を証明する。

0→ Z α
↪→ ClV → ClX → 0

において α が isomorphism なので ClX = 0 である。また、V が projectively
normal なので S(V ) は整閉、よって S(V )x = Ox, x ∈ V も整閉となり X =
SpecS(V )は normalである。従って Propositioin 6.2から、S(V )は ufdである。

(d) Pnにおける V の homogeneous coordinate ringを S(V ) = S/I としたと
き、S(V )はAn+1 におけるX の coordinate ringと見られる。

α : S(V )→ S(V )m, m = (x0, · · · , xn) ∼ P = (0, · · · , 0)
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高さ 1の prime ideal pは αにより

p→

{
p ; p ⊆ m

(1); p 6⊆ m

と写り、p ⊆ mの場合、高さは 1のままである。

β : SpecOP → X, α = β#(X)

β∗ : ClX → Cl(SpecOP )

Y 7→ β−1(Y )

が定義できることを示す。まず、

β∗ : DivX → Div(SpecOP )

が成り立つのは (便宜上同じ記号 β∗ を用いる)、prime divisor Y = Z(p) 3 0な
ら p ⊆ mなので (Y 3 0⇔ p ⊆ m)、

β−1(Y )
Prop.2.3

= Z(α(p)) = Z(p) = Y

は closed, integral, codim 1であり、また Y 63 0なら

β−1(Y ) = Z(α(p)) = Z(S(V )m) = ∅

だからである。
Principal divisorが principal divisorに写るのは、次の通り。

β∗((f)) =
∑
i

vYi
(f)β−1(Yi) =

∑
Yi30

vYi
(f)Yi, f ∈ K(X) = K(SpecOP )

において、SpecOP の prime divisor Y は p ⊆ mに対応しており、それは X に
おける prime divisor Yi 3 0と一対一対応している。よって、

∑
Yi30 vYi

(f)Yi =∑
Y vY (f)Y = (f) ∈ Div(SpecOP )が成り立つ。またこの一対一対応から、β∗|D

は全単射である。ここで D ⊆ DivX は {Y |Y 3 0}から生成される部分集合で
ある。
従って、Y 63 0となるX の prime divisorは principal divisorであることを示

せば証明は終わる。
p 6⊆ mとすると、非零定数項を持つ既約多項式 f ∈ pが存在する。S(V ) = S/I

とすると I : prime ideal, I ⊂ mに対し f 6∈ I ゆえ、fg ∈ I ⇒ g ∈ I から、この
f は非零因子であり、非冪零元でもある。よって、クルルの単項イデアル定理よ
り height((f)) = 1となる。(f) ⊆ p, height(p) = 1から p = (f)、よって divisor
として Y = (f)、principal divisorである5。

5vY (f) = 1 は明らか。vZ(f) 6= 0 のとき vZ(f) > 0 と仮定してよく、f ∈ η, Z = {η}− ⇒
(f) ⊆ η ⇒ Z((f)) ⊇ Z から、両者の dim が等しいので、Z = Y となる。
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2.6.4

B = k[x1, · · · , xn], C = k(x1, · · · , xn)とおくと、A = B[z]/I, K = Frac (A)
$
=

C[z]/I, I = (z2 − f)となる。 $
=は、K において 1

g0+g1z
= g0−g1z

g20−g21f
が成り立つこ

とによる。
K の自己同型 σ : z 7→ −zの固定体は C であり、またK は C 上有限拡大体な

ので、C の正規拡大体 (Galois拡大体)となる。
K の元を α = g + hz, g, h ∈ C とすると、(α− g)2 = h2z2 = h2f から αは

F (X) = X2 − 2gX + g2 − h2f

の解である。αの最小多項式が 1次式ではあり得ないので、F (X)は最小多項式
となる。

α = g − hzと定義すると、これは F (X)の共役解となり、解と係数の関係か
ら α+ α = 2g, αα = g2 − h2f を得る。
このとき、次式が成立する。

α : integral over B
%⇔ g, h ∈ B ⇔ α ∈ A

(∵) (%⇒) αがB上整なので、その共役αもB上整である。よってα+α = 2g, αα =
g2 − h2f も B 上整となる ([1], Corollary 5.3)。g, h ∈ C ⇒ 2g, g2 − h2f ∈ C で、
B は整閉 (C において整閉)ゆえ、g, g2 − h2f ∈ B ⇒ h2f ∈ B が得られる。

h = β/γ, gcd(β, γ) = 1, β, γ ∈ B において γ 6∈ kとすると、β2f/γ2 ∈ B か
ら f は γ2 で割り切れてしまい、f の仮定に反する。よって γ ∈ k ⇒ h ∈ B であ
る。(

%⇐)は明らか。
従って A = B̃(K における B の整閉包)である。(∵終)
B̃ は整閉なので ([1], Corollary 5.5)、Aも整閉となる。

2.6.5

(a) r ≥ 2のとき、Exercise I.5.12(b)から f = −x21 − · · · − x2r は既約多項式、
よって square freeである。Exercise 6.4より

A = k[x0, x1, · · · , xr]/(x20 − f) = k[x0, x1, · · · , xr]/(x20 + x21 + · · ·+ x2r)

は整閉なので、local 性から Ox = Ax も整閉である。従って、X = SpecA は
normalとなり (∗)を満たす。またX に対応する V ⊆ Pn も (∗)を満たす (Ax が
整閉だから)。

(b) kは代数的閉体とする。x20+x21+ · · ·+x2r = 0において、u = ix0+x1, v =
ix0 − x1 とおけば uv = −x20 − x21 となるので、そこで改めて u, v を x0, x1 とお
けば

x0x1 = x22 + · · ·+ x2r (9)

となる。

12



(1) r = 2: X ′ = Spec k[x0, x1, x2]/I, I = (x0x1 − x22)とすると、Example
6.5.2から ClX ′ ∼

= Z/2Zである。ここで、X ′ ×k An−2 = Spec (k[x0, x1, x2]/I ⊗
k[x3, · · · , xn]) = Spec k[x0, x1, · · · , xn]/I = Xから、Proposition 6.6よりClX =
ClX ′ = Z/2Zを得る。

(2) r = 3: x0x1 = x22 + x23 において x2, x3 に対しても式 (9)と同様な変換を
施すと、x0x1 = x2x3 は P3 の quadric surface V を与える。
その coneをX ′とすると (Exercise II.6.3)、それはA4におけるquadric surface

となり、対応する多項式は同じ x0x1 = x2x3 である。
Example 6.6.1から ClV = Z⊕ Zであり、Exercise II.6.3(b)の式 (8)は

0→ Z ↪→ Z⊕ Z→ ClX ′ → 0

となる。従って準同型定理から ClX ′ = (Z⊕ Z)/Z = Zを得る。
前記 (1)で述べたように ClX = ClX ′ なので、ClX = Zである。
(3) r ≥ 4: X における V (x0)を Z = V X(x0) = V (x0) ∩X = V (x0, x0x1 +

x22 + · · ·+ x2r)とすると Z は integralである。なぜなら、

k[x0, x1, · · · , xn]/(x0, x0x1 + x22 + · · ·+ x2r) = k[x1, · · · , xn]/(x22 + · · ·+ x2r)

において、x22 + · · ·+ x2r が既約多項式だからである (Exercise I.5.12(b))。
よって Z は prime divisorである。また Z は principal divisorとなるが、そ

れは脚注 (5)による。
Proposition 6.5(c)から

Z α→ ClX → Cl (X − Z)→ 0, α : 1 7→ 1 · Z

が成立するが、Zが principal divisorなので、α = 0である。ここで、Cl (X−Z) =
0が成り立つ。

(∵) X − Z = V X(x0)
c = D(x0) = SpecAx0 より

Ax0 = k[x0, x1, · · · , xn]x0/(x0x1 + x22 + · · ·+ x2r)x0

= k[x0, x
−1
0 , x1, · · · , xn]/(x1 + (x22 + · · ·+ x2r)/x0)

≈ k[x0, x−1
0 , x2, · · · , xn]

となるが、k[x0, x−1
0 , x2, · · · , xn]は ufdなので、Proposition 6.2よりCl (X−Z) =

0である。(∵終)
以上により αが全射となるので、ClX = 0を得る。

(c)
(1) r = 2: Q = V ((g)), g = x0x1 − x22 とおくと、(b)(1)の ClX = Z/2Zか

ら、式 (8)は

0→ Z ι
↪→ ClQ→ Z/2Z→ 0, 1

ι7→ Q.H (10)

となる。
ネーター空間の既約成分は有限個なので ([1], Exercise 6.7)、ClQは有限型で

あり、よって有限型加法群の構造定理から ClQ = Zs ⊕ T, T : torsion、と書ける
が ([4], 第 4章定理 15)、ここでは s = 1である。
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実際、次の完全系列

0→ Z ι
↪→ Zs ⊕ T → Z/2Z→ 0

の右側から Qを tensorすると、tensorは右完全なので

Q→ Qs ⊕ (T ⊗Q)→ Z/2Z⊗Q→ 0

を得るが、Z/lZ⊗Qの任意の元は a⊗ b = la⊗ b/lとなるので、Z/lZ⊗Q = 0、
よって T ⊗Q = 0, Z/2Z⊗Q = 0から6、

Q ↠ Qs → 0

が成立する。一方、体からの morphismは常に injectiveなので、Q ≈ Qs、よっ
て s = 1となる ([1], Exercise 2.11)。

0→ Z ι
↪→ Z⊕ T → Z/2Z→ 0, 1

ι7→ Q.H (11)

H = V ((x2))とすると、Q ∩H = Y0 ∪ Y1, Yi = V ((xi, x2)), i = 0, 1であり、
vYi

(x′2) = 1よりQ.H = Y0 + Y1となる (x′2は x2を Yi ∩U 6= ∅となる U で制限
したもの)。

Y1 = V ((x1, x2)) より vY1
(x1/x0) = 1 であり、同様に vY0

(x1/x0) = −1 と
なるから (x1/x0) =

∑
i vYi(x1/x0)Yi = Y1 − Y0 ⇒ Y1 ∼ Y0 であり、Q.H =

Y0 + Y1 = Y0 + Y0 = 2Y0 = 2Y1 を得る。
式 (11)の右からZ/pZ, (p: 素数)を tensorすると、p 6= 2のとき、[1], Exercise

2.1から

Z⊗ Z/pZ→ (Z⊗ Z/pZ)⊕ (T ⊗ Z/pZ)→ Z/2Z⊗ Z/pZ = 0

⇒ Z/pZ
ι′↠ Z/pZ⊕ (T ⊗ Z/pZ)→ 0

より ι′は全射となる。一方、Z/pZは体なので ι′は単射でもある。よって、Z/pZ =
Z/pZ⊕ (T ⊗ Z/pZ)から T ⊗ Z/pZ = 0を得る。

T は Z/qeZ, e > 0の形の集まりなので ([4], 第 4章定理 15)、T に Z/peZが
あれば、[1], Exercise 2.2より

(Z/peZ)⊗ (Z/pZ) = (Z/pZ)/(pe(Z/pZ)) = (Z/pZ)/0 = Z/pZ (12)

となり、T ⊗ Z/pZは非零になってしまう。
従って、T が非零とすれば、Z/2eZのみが存在しており、このとき式 (11)に

右から ⊗Z/2Zをとると、式 (12)と同様 (Z/2eZ) ⊗ (Z/2Z) = Z/2Zなので、次
の exact系列を得る。

Z/2Z ι”→ Z/2Z⊕ Z/2Z σ→ Z/2Z→ 0

式 (11)において、1 7→ Q.H = 2Y0 であったが、Z/2Zと tensorを取ると 0とな
るので、imι” = 0である。すると、kerσ = 0から σは単射となり、全射でもあ
るので、同型になる:

Z/2Z⊕ Z/2Z
σ
≈ Z/2Z

6torsion T の元は有限位数を持つので (la = 0, ∃l 6= 0)、T ⊗ Q = 0 である。

14



これは矛盾なので、T = 0であり、ClQ = Zを得る。
下図式に示す通り、左下の Zから右下 Zへの写像は下の写像に等しいので、

1 ≈ H 7→ Q.H ≈ 2となり、単位元 (Zの単位元 1に対応する ClQの単位元)の
2倍になっている。Q.H = 2Y0 だったので、ClQの単位元は Y0(= Y1)である。

ClPn

H 7→Q.H
//

≈
��

ClQ

≈
��

Z
1 7→degQ=2

// Z

(2) r = 3: nに関する数学的帰納法で証明する。
n = rの場合、Example 6.6.1より ClQ = Z⊕ Zである。
Pn に対して ClQ′ = Z ⊕ Zとする。Pn+1 における Q = V ((f))は Exercise

6.3におけるX に相当する: Q = X

X − P = π−1(Q′)
Eq.(6)
= Q′ ×A1

より

ClQ = ClX
Prop.6.5(b)

= Cl (X − P ) = Cl (Q′ ×A1) = ClQ′ = Z⊕ Z

を得る。
(3) r ≥ 4: 式 (8)において、(b)(3)の ClX = 0から

0→ Z ι→ ClQ→ 0, 1
ι7→ Q.H

より Z ≈ ClQなので、Zの単位元 1の像は ClQの単位元となり、ClQは Q.H
で生成される。

(d)
Q = V ((f))における codim 1の既約 subvarietyを Y = V (p)とする。
S(Q) = k[x0, · · · , xn]/(f)は projectively normal (S(Q)が整閉)で、今示し

た (3)から ClQ ≈ Zは Q.H で生成されるので、Exercise II.6.3(c)より、S(Q)
は ufdである。
すると、Proposition I.1.12A から高さ 1 の prime ideal は principal となる

(S(Q)にて)。従って、k[x0, · · · , xn]においては p = (g, f), g : irreducibleとか
け、complete intersectionである。
ここで V = V ((g))とおくと Y = V ((g, f)) = V ((g)) ∩ V ((f)) = V ∩Qとな

り、Y は Qの prime divisorで

V.Q = vY (g)Y

を満たす。
このとき、i(Q,V ;Y ) = vY (g) = 1である。なぜなら、Y = {p}− に対して

OQ,p = S(Q)p の極大 ideal は m = p/(f) であり、r = vY (g) は (g) = mr =
((g, f)/(f))r を満たす rゆえ、r = 1だからである。なお、complete intersection
なら同様にしてmultiplicityは 1となる。
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2.6.6

(a) Example 6.10.2より

Cl◦X ≈ XV := {group variety of X}

である。これには二つの意味があり、(i) degD = 0の divisorにはXV の元 (closed
point)が対応する、(ii) principal divisorはXV の零点 0 := P0 が対応する。
従って、Cl◦Xに属するCl◦X 3 P+Q+R−3P0 7→ P+Q+R−3·0 = P+Q+R

であり、P,Q,R : collinear⇔ (l/z) = P +Q+R− 3P0 ⇔ P +Q+R− 3 · 0 =
0⇔ P +Q+R = 0が成り立つ。

(b) P 6= P0 とする。P における tangent line L = V ((l))が P0 を通るとき、
その principal divisorは (l/z) = P + P + P0 − 3P0 である。(a)より、(l/z) =
P + P + P0 − 3P0 ⇔ P + P = 2 · 0⇔ 2P = 0⇔ order (P ) = 2

(c)任意の line L = V ((l))に対し、degL.Y = degLdeg Y = 3より、
∑
P i(L, Y ;P ) =

3である。このとき、

3P = 0⇔ 3P − 3P0 = (l/z)⇔ i(L,X;P ) = vP (l/z) = 3

より、order (P ) = 3⇔ P : inflection pointである。
(d) 座標成分がQに属すXV の点の集合を E(Q)とする。
P0 = (0, 1, 0) ∈ E(Q)であり、P,Q ∈ E(Q)に対し、それらを通る直線 Lと

X の交点を P,Q,Rとすると、Lを与える式 ax+ by+ cz = 0の係数はQに属す
ので、ax+ by + cz = 0, y2z − x3 + xz2 = 0の解としての Rの座標成分は、解
と係数の関係からQに属し、よって R ∈ E(Q)となる。Rの具体的な求め方は
省略するが、例えば [3], 2.2 The Group Lawを参照のこと。

Mordell-Weil Theorem([3], Theorem 8.17)より E(Q)は有限生成加法群であ
るが、特に本問のケースでは次の通りである。

E(Q) = {(0, 0, 1), (0, 1, 0), (1, 0, 1), (−1, 0, 1)}

(∵) 次に示す性質 4から、y2z = x3 − xz2 ⇒ 4x4 + y4 = (2xz + y2)2 を満た
す有理数 x, y, z において、x, y のいずれかは 0である。よって、E(Q)は上記 4
点だけになる。

P1 = (0, 0, 1), P2 = (1, 0, 1), P3 = (−1, 0, 1)とすると x = 0, x = z, x = −zが
それぞれ P1, P2, P3を通り、かつ、例えば line x = 0は P1, P0を通り vP1(x) = 2
なので7 、(b) より P1 の位数は 2 である (楕円曲線での計算でも導出できる)。
P2 = (1, 0, 1), P3 = (−1, 0, 1)についても同様である。すると、P1 + P2 = P3 と
なる。
従って E(Q) = {P0, P1} × {P0, P2} ≈ Z/2Z× Z/2Zである。(∵終)

以下2つの性質はhttps://math.stackexchange.com/questions/1786448/rational-
solutions-of-y2-x3-x を参考にした。

性質 3. 非零整数 x, y, zが

x2 + y2 = z2, gcd(x, y) = 1

7H = V ((x)) とすると OP1 の max ideal m = (x, y) に対し、x ∈ m2 = (x2, xy, y2) =
(x2, xy, x) = (x) であり、x 6∈ mr, r ≥ 3 なので、vP (x) = 2 が得られる。

16



を満たすとする。このとき、x, y の一方は奇数で他方は偶数であり、xを偶数と
すると、x, y, zは整数 a, b, cより

x = 2ab, y = b2 − a2, z = a2 + b2, 0 < a < b, gcd(a, b) = 1, y, a+ b : odd

とかける。

(証明)偶数 xを x = 2kとおく。y, zはともに奇数であり、

4k2 = z2 − y2 ⇒ k2 =
z + y

2

z − y
2

ここで、y, z は coprimeなので z+y
2 , z−y2 も coprime、よって z+y

2 , z−y2 とも平方
数となり z−y

2 = a2, z+y2 = b2 とおける。よって

x = 2ab, y = b2−a2, z = a2+b2, 0 < a < b, gcd(a, b) = 1, a+b : odd number

となる。(証明終)

性質 4. x4 + 4y4 = z2 を満たす有理数 x, y, zは xy = 0を満たす。

(証明) まず、x4 + 4y4 = z2 を満たす非零整数 x, y, z が存在しないことを示
す。仮に、存在したとしよう。このとき、p4 + 4q4 = r2, 0 < r < z となる非零
整数 p, q, rが存在することを示す (Fermat’s method of decent)。これが示されれ
ば、結局 r = 1となり、矛盾をきたすことになる。

x, yが coprimeでないとすると、その公約数 dで zが割り切れるので r = z/d
とすればよい。x, yが coprimeのとき、(x2)2 + (2y2)2 = z2 から性質 3より

2y2 = 2ab, x2 = b2 − a2, z = a2 + b2, 0 < a < b, gcd(a, b) = 1, x : odd

となる。a, bが coprimeなので、y2 = abから a = c2, b = d2, gcd(c, d) = 1とか
け、x2 = d4 − c4 ⇒ x2 + c4 = d4 を得る。x2 + (c2)2 = (d2)2、x: oddより、性
質 3から

c2 = 2ef, x = f2 − e2, d2 = e2 + f2, gcd(e, f) = 1

となる。e, f が coprimeなので c2 = 2ef より e, f の片方が平方数、残りが平方数
の 2倍となる。よってそれらを p2, 2q2とおくと、d2 = e2 + f2 ⇒ p4 + 4q4 = d2

となる。ここで、d < d2 = b < zなので、r = dとすればよい。
次に、x = x1/x0, y = y1/y0, z = z1/z0, xi, yi, zi : integerが非零で、x4 +

4y4 = z2を満たすとする。すると、(y0z0x1)
4+4(x0z0y1)

4 = (x20y
2
0z0z1)

2が得ら
れる。すると、既に得られた結果から x1, y1, z1が全て非零ではあり得ないので、
x, y, zも非零ではあり得ない。このとき、x, yのいずれかは 0である。(証明終)

2.6.7

Nodal cubic curve X = V ((f)), f = y2z − x3 − x2z は rational であるが
(Exercise I.4.4(c))、Z = (0, 0, 1) は singular point である。実際、Z において
∂f
∂x = 0, ∂f

∂y = 0, ∂f
∂z = 0となる。
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Example 6.11.4と同様、X − Z ∼→ CaCl◦X が成り立つ。
X − Z がmultiplicative group Gm と同型になることを示す。そのために

k×
∼→ X − Z

t 7→ (4t(t− 1), 4t(t+ 1), (t− 1)3)

X − Z ∼→ k×

(x, y, z) 7→ y + x

y − x
となる 1対 1対応を考えると (4t(t− 1), 4t(t+ 1), (t− 1)3)は y2z = x3 + x2zを
満たしており、t = 0, 1はそれぞれ Z,P0 = (0, 1, 0)に対応している。

Pi := (xi, yi, zi) = (4ti(ti − 1), 4ti(ti + 1), (ti − 1)3), i = 1, 2, 3を直線 L :
ax+ by + cz = 0とX の 3交点とすると (X − Z において)、それら 3交点は

4t(t− 1)a+ 4t(t+ 1)b+ (t− 1)3c = 0

の解であり、解と係数の関係から

t1t2t3 = 1

を得る。
P = P1+P2とすると (正確には P0を零元として P −P0 = P1−P0+P2−P0

の意味)、P0, P3, P を通る直線が存在し、P に対応する tは同様に t0t3t = 1, t0 =
1⇒ t = t−1

3 を満たすので、

t = t1t2

が成り立つ。なお、 t = t−1
3 は P = −P3に対応してるので、逆元は tの逆数が対

応する。
よってX−Zはmultiplicative group k× = A 1

k−(0)と同型になる (definition,
p. 136より、curve上では kは代数的閉体の前提あり)。

2.6.8

(a) f : X → Y, L ∈ PicX のとき、L |Vi = OY |Vi
, Y = ∪iVi なので

(f∗L )|Ui
= f

∗
(L |Vi

) = f
∗
(OVi

) = OUi
, f = f |Ui

: Ui → Vi, Ui = f−1(Vi)

が成り立ち (Exercise II.5.1解答中の性質 4)、f∗L は invertibleである。

(b) Nonsingular curve X,Y は Proposition 6.11、Corollary 6.16 の前提を満
たすので (Remark 6.11.1A)、ClX

∼
= CaClX

∼
= PicX であり、Y に関しても同

様である。
f : X → Y が finiteなので

f∗c : ClY → ClX

18



が存在する (Definition, p.137の最後)。
またXは completeであり (次の性質 5)、Proposition 6.8が適用できる。ここ

で、もし、f(X) = ptとすると X = f−1(pt)は有限である (Exercise II.3.5(a))。
Exercise I.4.8から X の closed point集合は kと同じ濃度をもつが、kは代数的
閉体なので無限、矛盾である。
従って f は全射であり、f# : OY ↪→ f∗OX は単射となる。よって OY (V ) ↪→

OX(U), U = f−1(V )⇒ K(Y ) ⊆ K(X)である。

f∗c : ClY → ClX

Q 7→
∑

f(P )=Q

vP (tQ)P, tQ ∈ OQ ⊆ K(Y ) ⊆ K(X) : local parameter

f∗ca : CaClY → CaClX, D = {(Vi, gi)} 7→ {(Ui, gi)}

Ui = f−1(Vi), gi ∈ K(Y ) ⊆ K(X)

f∗p : PicY → PicX, LD → f∗LD

とすると、これらに関する図式

ClY

f∗c

��

CaClY
∼

φY

oo

f∗ca

��

∼

L Y

// PicY

f∗p

��
ClX CaClX

∼

φX

oo ∼

L X

// PicX

(13)

が localに (Vi = f−1(Ui)において)可換であることを示す8。
まず、図式の左側の区画において

f∗ca : D = {(Vi, gi)} 7→ {(Ui, gi)}

ϕY : {(Vi, gi)} →
∑
Q

vQ(gj)Q

ϕX : {(Ui, gi)} →
∑
P

vP (gj)P

が成り立つ。ここで、jは Q ∈ Vj [⇔ P ∈ Uj ]を満たすものである (jはQ∩Vj 6= ∅
となる jであり、そのような jならどれを用いても結果は変わらない、Proposition
6.11の証明参照)。
このとき、下記性質 6より

f∗c :
∑
Q

vQ(gj)Q→
∑
Q

vQ(gi)
∑

P∈f−1(Q)

vP (tQ)P

=
∑
P

vf(P )(gi)vP (tf(P ))P =
∑
P

vP (gi)P

8ClY → CaClY, Q 7→ {(UQ, tQ), (Y −Q, 1)}から証明することも可能である。{(UQ, tQ), (Y −
Q, 1)}が Cartier divisorとなることは tQ ∈ O∗

Q から容易に示すことができ、また {(UQ, tQ), (Y −
Q, 1)} からWeil divisor を作成すれば Q となることも容易にわかる。
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なので、f∗cϕY = ϕXf∗ca、ゆえに可換となる。
次に図式の右側の区画が可換であることを示す。

L Y : DY = {(Vi, gi)} 7→ LDY = {OVig
−1
i }

f∗p : LDY 7→ f∗(LDY )

f∗(LDY )|Ui
= f

∗
((LDY )|Vi

) = f
∗
(OVi

g−1
i )

#
= OUi

g−1
i

f∗ca : DY = {(Vi, gi)} 7→ DX = {(Ui, gi)}

LX : DX = {(Ui, gi)} 7→ LDX = {OUig
−1
i }

から f∗pL Y = LXf∗ca、ゆえに可換となる。なお、#
=が成立するのは次の性質

7による。
以上により図式 (13)全体が可換となる。ϕY , ϕX は isomorphismなので、そ

の逆写像を考えれば
ClY

f∗c

��

∼ // PicY

f∗p

� �
ClX

∼ // PicX

が可換、f∗c と f∗p は等価となる。

性質 5. f : X → Y (X,Y : curve)が finiteならば、X は completeである。

(証明) y ∈ V = SpecB ⊆ Y, y = pとすると、kは代数的閉体ゆえ B/m = k
であり ([1], Corollary 7.10)

k(y) = Oy/my = Bp/pp = (B/p)p ↪→ (B/m)p = k

から、Spec k → Y となる (Exercise II.2.7)。
このときX ×Y k = X が成り立つ。なぜなら

X

i

��~~
~~
~~
~~ γ

""F
FF

FF
FF

FF

X

f   @
@@

@@
@@

@ Z
β //αoo

α

OO

Spec k

||xx
xx
xx
xx
x

Y

が可換となり (β : Z → X → Spec kとなるのは、definition, p. 78による)、一意
性も明らかなので、U.P.から成立するからである。
すると、proper性のbase change不変性からγもproper、よってXは complete

となる。(証明終)
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性質 6. f : X → Y が finiteならば、tQ ∈ OQ ⊆ K(Y )を local parameterとし
て、次式が成立する。

vP (g) = vP (tQ)vQ(g), g ∈ K(Y ), Q = f(P ) (14)

(証明) まず OQ ↪→ OP , Q = f(P )を示す。(∵) f は全射なので f# : OY ↪→
f∗OX は単射である。f が finiteゆえ Vi = SpecBi, Ui = f−1(V i) = SpecAi と
できるので、

f#(Vi) : OY (Vi) = Bi ↪→ (f∗OX)(Vi) = OX(Ui) = Ai

より ϕ = f#(Vi)とすると、

ϕ : Bi ↪→ Ai ⇒ Biφ−1p ↪→ Aip ⇒ OQ ↪→ OP

となる。(∵終)
OQ ⊆ OP において、OQ, OP の max idealをそれぞれ mQ, mP とすると、

mQ = mP ∩ OQ ⊆ mP が成り立つ。
(tQ) = mQ = mrP より r = vP (tQ)であり、s = vQ(g)とすると、(g) = msQ =

mrsP から、vP (g) = rs = vP (tQ)vQ(g)を得る。(証明終)

性質 7. B ↪→ A, f : U = SpecA→ V = SpecB、gを A-moduleの元とすると

f∗(OV g) = OUg

(証明) Proposition II.5.2(e)と次の性質 8から

f∗(OV g) = f∗(B̃g) = (Bg ⊗B A)∼ = (B ⊗B Ag)∼ = Ãg = Ãg = OUg

(証明終)

性質 8. 整域 A,B,C に対し A→ B, A→ C かつ t ∈ FracB ∩ FracC のとき

Bt⊗A C ≈ B ⊗A Ct

(証明) 下図式の U.Pによる。

Bt× C
f

##G
GG

GG
GG

GG

α

��
B × Ct h //

φ

��

P

B ⊗ Ct
ψ

;;wwwwwwwww

ここで、

α : (bt, c) 7→ (b, ct)
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h : (b, ct) 7→ f(bt, c)

とすると、hα = f が成り立つ。ψはB⊗CtのU.P.から得られるもので、h = ψϕ
を満たす。すると、f = ψ(ϕα)が成り立ち、また、このような ψ は一意的なの
で、U.P.から Bt⊗ C = B ⊗ Ctが成立する。(証明終)

(c) X は locally factorial integral closed schemeなので、ClX ≈ CaClX で
ある。

ClP n

f∗c

��

CaClP n∼

φP

oo

f∗ca

��

∼

L P

// PicP n

f∗p

��
ClX CaClX

∼

φX

oo ∼

L X

// PicX

(15)

f : X ↪→ P n に対し、(b)と同様に f∗c, f∗ca, f∗p が定義できる。ただし f∗c

は f∗c : ClP n → ClX, V 7→ V.X である。
H = (x0) 6⊇ Xとすると ((xi) 6⊇ Xとなる iは存在する)、ClPn ≈ CaClPn ≈

PicPnはH で生成されるので (Proposition 6.4)、上記 3つのmorphismがH に
おいて等価になればよい。

f∗c : H 7→ H.X =
∑
Z

vZ(x0/xi)Z

f∗ca : D = {(Ui, x0/xi)} 7→ DX = {(f−1(Ui), x0/xi)}, f−1(Ui) = Ui ∩X

f∗p : LD = {(Ui,OUixi/x0)} → f∗LD = {(Ui ∩X,OUi∩Xxi/x0)}

最後の式は (b)と同様、性質 7による。また、H = (x0) 6⊇ X ⇔ x0 6∈ I, X = V (I)
より x0/xi ∈ K(X) = Frac (S/I)(0) と見ることができる。

Hに対応するCaClPnの元はD = {(Ui, x0/xi)}である (Ui = D+(xi))。なぜ
なら、DからWeil divisorを作成すると

∑
V vV (x0/xi)V となるが (iはV ∩Ui 6= ∅

となる i)、V = V ((g))となる gに対し (P nの divisorはこの形に限る、Exercise
I.2.8)、x0 ∈ (g)r となるのは、g = x0, r = 1に限るからである: ϕP (D) = H

ϕX(DX)については、Z ∩ (Ui ∩X) 6= ∅⇔ Z ∩ Ui 6= ∅なので、∑
Z[Z∩(Ui∩X)6=∅]

vZ(x0/xi)Z =
∑

Z[Z∩Ui 6=∅]

vZ(x0/xi)Z = H.X

が成り立つ。
さらに、

LX(DX) = LX({(Ui ∩X,x0/xi)}) = {(Ui ∩X,OUi∩Xxi/x0)} = f∗LD

である。
以上により、図式 (15)は可換となる。
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2.6.9

(a) Projective curve over kのX の normalizationを X̃ とする。

π : X̃ → X

X = ∪iUi, Ui = SpecAi, X̃ = ∪iŨi, Ũi = Spec Ãi

Theorem II.4.9から X は finite-type over k であり、よって π : X̃ → X は
finiteである (Exercise II.3.8)。また、Normalizationの構成法からからわかるよ
うに (Exercise II.3.8の証明の最後の式 (18)参照)、π|Ui : Ũi → Ui, Ũi = π−1(Ui)
である。

Ai ↪→ Ãiが単射なので、localに π# : OUi
↪→ π∗(OUi

)も単射であり (Exercise
II.2.18(b))、よって ∀x ∈ X に対して、x ∈ ∃Uiとすると π#

x : OUi,x ↪→ (π∗OŨi
)x

も単射となる。よって全体として π# : OX ↪→ π∗(OX̃)は単射となり

π# : OX ↪→ π∗(OX̃)

すると

Ai ⊆ Ãi ⊆ FracAi = K(X)⇒ K(X) = FracAi ⊆ Frac Ãi ⊆ K(X)

⇒ K(X̃) = K(X) = K

従って

OX ↪→ π∗OX̃ ↪→ K

⇒ O∗
X ↪→ π∗O∗

X̃
↪→ K ∗

このとき∀U ⊆ Xに対して、O∗
X(U) ↪→ π∗O∗

X̃
(U) ↪→ K ∗(U)からπ∗O∗

X̃
(U)/O∗

X(U) ↪→
K ∗(U)/O∗

X(U)が得られ9、presheafとして (π∗O∗
X̃
/O∗

X)− ↪→ (K ∗/O∗
X)− が成

り立つが、Exercise II.1.4より sheaf化しても単射となる:

π∗O∗
X̃
/O∗

X ↪→ K ∗/O∗
X

Exercise II.1.6(a)から

0→ π∗O∗
X̃
/O∗

X → K ∗/O∗
X → (K ∗/O∗

X)/(π∗O∗
X̃
/O∗

X) = K ∗/π∗O∗
X̃
→ 0 (exact)

(16)

ここで、π∗O∗
X̃
/O∗

Xはquasi-coherentである。なぜならO∗
X |Ui

= A∗∼
i , (π∗O∗

X̃
)|Ui

=

π∗(O∗
Ũi
) = (Ã∗

i )
∼ より10(π = π|Ũi

, Ãは Aの整閉包、( )∼ は Definition, p.110

で定義されたもの)、O∗
X , π∗O∗

X̃
は quasi-coherent、よって

0→ O∗
X

ι→ π∗O∗
X̃
→ π∗O∗

X̃
/O∗

X → 0

9ここでの剰余類は積に関する剰余類である。
10Exercise II.5.1 の証明の中の性質 4 参照
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において (Exercise II.1.6(a))、coker ι = π∗O∗
X̃
/O∗

X は quasi-coherentとなるから
である (Proposition 5.7)。
よって式 (16)から

⇒ 0→ Γ(X,π∗O∗
X̃
/O∗

X)→ Γ(X,K ∗/O∗
X)→ Γ(X,K ∗/π∗O∗

X̃
)→ 0 (exact)

となり (Proposition 5.6) 11、snake lemmaより下記の可換図が得られる。

ker 0 = 0 //

��

kerα = Γ(X,O∗
X) = k∗

∼ //

��

kerβ = Γ(X,π∗O∗
X̃
) = k∗

��

δ=0

t t

0 //

0

��

Γ(X,K ∗) = K∗ ∼ //

α

��

Γ(X,K ∗) = K∗ //

β

��

0

0 // Γ(X,π∗O∗
X̃
/O∗

X) //

��

Γ(X,K ∗/O∗
X) //

��

Γ(X,K ∗/π∗O∗
X̃
)

��

// 0

coker 0 // cokerα = PicX
γ // cokerβ = Pic X̃ // 0

可換図において、α′ : K ∗ → K ∗/O∗
X とすると、kerα′ = O∗

X ⇒ kerα =
kerα′(X) = O∗

X(X) [= k∗]である (Theorem I.3.4(a) ← X: projective curveゆ
え varietyと見做せる)。

CaDviX = Γ(X,K ∗/O∗
X) であり、imα は X の principal divisor なので、

PicX = CaClX = cokerαとなる。β についても同様である。
左下は coker 0 = Γ(X,π∗O∗

X̃
/O∗

X)である。
kerα ≈ kerβ = k∗なので δ = 0であり ([2],例1.8)、従って (π∗O∗

X̃
/O∗

X)(X) ↪→
PicX は単射である。

I = π∗O∗
X̃
/O∗

X とすると、nonsingular point P では IP = 0、X における
singular pointの集合は閉集合 (( X)であり (Theorem I.5.3)、Supp I ( X ゆ
え、次の性質 9から

π∗O∗
X̃
/O∗

X =
⊕
P∈X

(π∗O∗
X̃
)P /(O∗

X)P =
⊕
P∈X

Õ∗
P /O∗

P

となる。ここで、最後の等号は (π∗OX̃)|Ui
= π∗(OŨi

) = (Ãi)
∼より、Proposition

5.1(b)から

(π∗O∗
Ũi
)P = (Ã∗

i )P
%
= (̃A∗

i )P = Õ∗
Ui,P

= Õ∗
P

となるからである (
%
=は [1], Proposition 5.12による)。

11Proposition 5.6 が使えるのは X が affine の場合であるが、exact 系列性は局所的性質なので
X が affine のときに言えれば十分である (Exercise I.1.2(c))。
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以上まとめると次の exact系列を得る。

0→
⊕
P∈X

Õ∗
P /O∗

P → PicX → Pic X̃ → 0 (17)

性質 9. Curve X、coherent sheaf F において SuppF ( X のとき

F =
⊕
P∈X

iP (FP ) =
⊕
P∈X

FP

(証明) Curve X は noetherianなので、Exercise II.5.6より SuppF は閉集合
であり、有限個の closed pointからなる。するとF → iP (FP )を定義できる。な
ぜなら

F (U)→ iP (FP )(U) =

{
FP : P ∈ U
0 : otherwise

が存在し、これは制限写像と compatibleだからである。よって

f : F →
⊕

P∈SuppF

iP (FP ) =
⊕
P∈X

iP (FP )

が定義できる。
このとき

(
⊕
P∈X

iP (FP ))Q =

{
FP : Q = P ∈ SuppF

0 : Q 6∈ SuppF

よりFQ = (
⊕

P∈X iP (FP ))Qとなるので、F =
⊕

P∈X iP (FP )が得られる。X
が curveの場合、{P}− = P から、iP (FP ) = FP と見られる。(証明終)

(b)
(b-1) Cuspisal curve: y2z = x3

X = D+(z) ∪D+(y)の singular pointは Z = (0, 0, 1) ∈ D+(z)、z = 0の点
は P0 = (0, 1, 0) ∈ D+(y)である。

D+(z)では、D+(z) = X − P0 = SpecA, A := k[x, y]/(y2 − x3)とすると
FracA = k(x, y)[y]/(y2 − x3)であり、

α : A ↪→ k[t], x 7→ t2, y 7→ t3

β : k[t] ↪→ FracA, t 7→ y/x

は単射となる。なぜなら、αはf =
∑
i,j≥0 ai,jx

iyjのときf(t2, t3) =
∑
i,j≥0 ai,jt

2i+3j =

0 において低次係数から順次 0 となることがわかるからであり、β においては
y2 = x3 を満たす y/xは任意の値を取りうるので g(y/x) = 0なら多項式として
g = 0となるからである。なお A ≈ imα = k[t2, t3]である。

Aの整閉包は Ã = k[t]であることを示す。まず k[t]は整閉である。β : k[t] ⊆
FracAでは t = y/xであるが、t2 − x = 0より tは A上整ゆえ k[t] ⊆ Ãとなる。
一方 A ⊆ k[t] ⊆ FracAから Ã ⊆ k̃[t] = k[t]なので、合わせて Ã = k[t]を得る。
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D+(y)では、D+(y) = X − Z = SpecB, B = k[x, z]/(z − x3) = k[t], t = x
において、B̃ = k[t]となる。
以上により X̃ = P1

k となり、Pic X̃ = Zが得られる。

X − Z は nonsingularなので OP は整閉、ÕP = OP となる。

Õ∗
Z/O∗

Z = S−1k[t]∗/S−1k[t2, t3]∗ =

{
a+ bt+ t2f

1 + t2g

}
a∈k∗,b∈k,f,g∈k[t]

S = α(A\(x, y)) = k[t2, t3]\(t2) = {1 + t2g}g∈k[t]

ここで、a 6= 0である。なぜなら、a+bt+t2f
1+t2g は unitであるが、もし a = 0とする

と bt+t2f
1+t2g ·

a′+b′t+t2f ′

1+t2g′ = 1となり得ないからである。

θ : Õ∗
Z/O∗

Z → Ga,
a+ bt+ t2f

1 + t2g
7→ b/a

とする。θは同型である。実際、a+bt+t2f
1+t2g = a′+t2f ′

1+t2g′ ∈ S
−1k[t2, t3]∗とすると b = 0

となり well-defineである。逆に b = 0とすると a+t2f
1+t2g ∈ S

−1k[t2, t3]∗から単射で
ある。全射は自明であり、さらに a+bt+t2f

1+t2g · a
′+b′t+t2f ′

1+t2g′ = aa′+(ab′+a′b)t+t2f”
1+t2g” 7→

(ab′ + a′b)/aa′ = b/a + b′/a′ より準同型でもある。よって
⊕

P∈X Õ∗
P /O∗

P =

Õ∗
Z/O∗

Z = Ga となる。
以上により式 (17)から

0→ Ga → PicX → Z→ 0

が得られる。

(b-2) Nodal curve: y2z = x3 + x2z
D+(z) = X − P0 = SpecA, A = k[x, y]/(y2 − x3 − x2)は P0 = (0, 1, 0)を含

まないが、y →∞とすれば P0となるので、ここではそれを含めX を SpecAと
して扱う。

FracA = k(x)[y]/(y2 − x3 − x2)に対し、

α : A ↪→ k[t], x 7→ t2 − 1, y 7→ t3 − t

β : k[t] ↪→ FracA, t→ y/x

は単射となる ((b-1)と同様)。なお、P0 は t =∞に対応する。
Ã = k[t]となることも (b-1)と同様であり、よって X̃ = P1

k である。

X において Z = (0, 0, 1)以外は nonsingularなので、やはり (b-1)同様 Õ∗
P =

O∗
P が成り立つ。
Z は Aの prime ideal (x, y)に対応しており、

S = α(A\(x, y)) = k[t2 − 1, t3 − t]\(t2 − 1) = {1 + (t2 − 1)g}g∈k[t]
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から

Õ∗
Z/O∗

Z = S−1k[t]∗/S−1k[t2−1, t(t2−1)]∗ =

{
a(t+ 1) + b(t− 1) + (t2 − 1)f

1 + (t2 − 1)g

}
a,b∈k∗,f,g∈k[t]

となる。ここで ∀f(t) ∈ k[t]は f(t) = a(t+1)+ b(t− 1) + (t2 − 1)gと書けるが、
もし a = 0だと b(t−1)+(t2−1)f

1+(t2−1)g′
h

1+(t2−1)g′′ = 1/1はあり得ないので (t = 1とすれ
ばわかる)、a 6= 0であり、b 6= 0も同様である12。

θ : Õ∗
Z/O∗

Z → k∗,
a(t+ 1) + b(t− 1) + (t2 − 1)f

1 + (t2 − 1)g
7→ −a/b

と定義する。実際に定義できるのは、a(t+1)+b(t−1)+(t2−1)f
1+(t2−1)g ∈ S−1(k[t2−1, t3− t])

なら a + b = 0 ⇒ −a/b = 1による。θ が単射となるのは、−a/b = 1とすると
a+ b = 0より

a(t+ 1) + b(t− 1) + (t2 − 1)f

1 + (t2 − 1)g
=

2a+ (t2 − 1)f

1 + (t2 − 1)g
∈ S−1k[t2−1, t(t2−1)]∗ = O∗

Z

だからである。全射は自明であり、さらに

(a(t+1)+b(t−1))(a′(t+1)+b′(t−1)) = 2aa′(t+1)−2bb′(t−1)+(t2−1)g′′

⇒ θ(hh′) =
aa′

bb′
= θh·θh′, h :=

a(t+ 1) + b(t− 1) + (t2 − 1)f

1 + (t2 − 1)g
, h′ :=

a′(t+ 1) + b′(t− 1) + (t2 − 1)f ′

1 + (t2 − 1)g′

から準同型でもあるので、

Õ∗
Z/O∗

Z
∼→ Gm

が成り立つ。
以上により式 (17)は

0→ Gm → PicX → Z→ 0

となる。

2.6.10

C = {[F ]|F : coherent}, D = {[F ]− [F ′]− [F ′′]|0→ F ′ → F → F ′′ → 0}

このとき、γ を

γF = [̃F ] ∈ C/D = K(X)

12ここでは不要だが、逆に a 6= 0, b 6= 0 なら a(t+ 1) + b(t− 1) + (t2 − 1)g は unit となる。実
際、(a(t+ 1) + b(t− 1) + (t2 − 1)g)(a−1/4(t+ 1) + b−1/4(t− 1)) = 1 + (t2 − 1)g′ ∈ S より、
a(t+ 1) + b(t− 1) + (t2 − 1)g は単元である。
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で定義する。
Cは free abelian groupなので、その元の表現は一意的である。以下 Cにおい

て、[F ]を単にF と記す。

0→ F ′ → F → F ′′ → 0

⇔ F −F ′ −F ′′ ∈ D

⇔ F̃ − F̃ ′ − F̃ ′′ = 0

⇔ γF − γF ′ − γF ′′ = 0 [:= γ0]

従って、

γF = γF ′, γF = γF ′+γ0 ⇒ 0→ γ0→ F → F ′ → 0 ⇒ F = F ′′ (18)

さらに、

0→ OX → O⊗n
X → O⊗n−1

X → 0 (exact)

より γO⊗n
X = γO⊗n−1

X + γOX が成り立つので、γO⊗n
X = nγOX である。

(a) F = M̃ : 有限生成 k[x]-moduleにおけるM の生成元を x1, · · · , xn とす
ると

k[x]⊗n ↠M, (a1, · · · , an) 7→
∑
i

aixi

が存在するので

0→ kerϕ→ k[x]⊗n
ψ−→M → 0 (exact)

ここで kerψは、pid k[x]上の free module k[x]⊗n の部分加群なので、ねじれ部
分をもたず、k[x]⊗r の形をしている (moduleの構造定理)。従って

0→ k[x]⊗r → k[x]⊗n →M → 0 (exact)

が成り立ち、

M = k[x]⊗n−r ⇒ F = M̃ = k̃[x]
n−r

= On−rX

から γ(F ) = (n− r)γ(OX)を得る。これは γ(OX)がK(X)の生成元であること
を示している。

ϕ : K(X)→ Z, γ(F ) 7→ n− r

は式 (18から)単射であり、γO⊗n
X = nγOX より全射でもある。

以上によりK(X) = Zである。
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(b) rankを次のように定める。

rank : K(X)→ Z, C :=
∑
i

niγ(Fi) 7→
∑
i

ni dimK Fξ

C ∈ Dのとき、C は 0 → F ′ → F → F ′′ → 0を満たすF −F ′ −F ′′ で
生成される。ここで、F は coherentなので、Fξ は有限次元Oξ = K module(K
上 vector space)である。

0→ F ′
ξ → Fξ → F ′′

ξ → 0と dimK が加法的関数であることから、

dimK Fξ − dimK F ′
ξ − dimK F ′′

ξ = 0

が成り立つ。よって rank(F −F ′−F ′′) = dimK Fξ−dimK F ′
ξ−dimK F ′′

ξ = 0
から rankは well-defineである。

rankOX = dimK Oξ = dimK K = 1より、rankは全射となる。

(c) Open immersion i : U = X − Y ↪→ X、closed immersion ι : Y ↪→ X と
するとき、次の exact系列が存在することを示す。

K(Y )
µ→ K(X)

ν→ (X − Y )→ 0 (exact)

まず coherent OY -module F に対し ιが properなので OX -module ι∗F も
coherentであり (Caution 5.8.1)

µ : K(Y )→ K(X), γF 7→ γ(ι∗F )

が存在する。
一方、 OX -module G が coherentなら OU -module i∗G = i−1G も coherent

であり (Proposition 5.8)

ν : K(X)→ K(U), γG 7→ γ(i∗G )

が存在する。
逆に OU -module H に対し、OX -module H ′ が存在して i∗H ′ = i−1H ′ =

H ′|U = H を満たすので (Exercise II.5.15)、ν は全射である。
P ∈ U に対し

(i∗ι∗F )P = (ι∗F )P = lim
P∈V

F (Y ∩ V ) = F (∅) = 0

となることから imµ ⊆ ker ν である。

γG ∈ ker ν に対し γ(i∗G ) = 0とする。すると、式 (18)より

i∗G = G |U = 0⇒ SuppG ⊆ Y (19)

となる。
Exercise II.1.18で示したように、α : G → ι∗ι

−1G が存在するが、これは全射
である。
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(∵) V ⊆ Xに対し、ι−1V = Y ∩V = SpecA/Iであり、G |V =M∼, ι = ι|ι−1V

とすると、Exercise II.5.1の解答中の性質 4と Proposition 5.2から

(ι∗ι
−1G )|V = ι∗ι

∗(G |V ) = ι∗((M ⊗A A/I)∼) =A (M/IM)∼

となる ([1], Exercise 2.2)。Corollary 5.5と Proposition 5.6より

0→ IM →M →M/IM → 0

⇔ 0→ ĨM → M̃
α|V→ M̃/IM → 0

ここで kerα|V = ĨM である。
M ↠M/IM の全射性から M̃

α|V→ M̃/IM は全射、よって G |V → (ι∗ι
−1G )|V

も全射となる。全射性は局所的性質なので G ↠ ι∗ι
−1G は全射となる13。(∵終)

ここで G0 = G , G1 = kerαとおくと、G0 ⊇ G1であり、γ(ι∗G0) ∈ K(Y )なの
で ι∗G0 は OY -module、γ(ι∗ι∗G0) ∈ imµである。
以下、G1 → ι∗ι

∗G1 に対して同じことを繰り返していくと、

G = G0 ⊇ G1 ⊇ G2 · · ·

Gj/Gj+1 ∈ imµ

Gj |V = (IjM)∼

となる。
このとき、ある n ≥ 0に対し、Gn = 0となることを示す。そのためには、十

分大きな nに対して InM = 0を示せば

ι∗ι
∗Gn−1|V = (In−1M/InM)∼ = (In−1M)∼ = Gn−1|V

より

Gn|V = ker(Gn−1|V → ι∗ι
∗Gn−1|V ) = ker(Gn−1|V → Gn−1|V ) = 0

となり、X は有限の V でカバーされるので、十分大きな nを取れば Gn = 0を
得る。

InM = 0⇔ In ⊆ AnnM
∗⇔ I ⊆

√
AnnM ⇔ V (I) ⊇ V (AnnM)

であるが、最後の条件は Exercise II.5.6(b) より V (AnnM) = V (SuppG |V ) ⊆
V ∩ Y = V (I)ゆえ成立している (式 (19))。なお、 ∗⇔はAがネーター環ゆえ I が
有限生成であることによる。
さて、0 → Gj+1 → Gj → Gj/Gj+1 → 0から γ(Gj) = γ(Gj+1) + γ(Gj/Gj+1)

なので

γ(G ) =
∑

0≤j≤n−1

γ(Gj/Gj+1)

であり、Gj/Gj+1 ∈ imµから γ(G ) ∈ imµを得る。以上により

K(Y )→ K(X)→ (X − Y )→ 0 (exact)

が成り立つ。

13ι−1V = ∅ のときは I = A であり、排除する必要はない。
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2.6.11

(a) D =
∑
i niPiが effectiveのとき、対応する subscheme of codimension 1を

(Y,OD), Y = {Pi}i, OD := OY = OX/IY
Prop.6.18

= OX/L (−D)

とする:

0→ L (−D)→ OX → OD → 0, exact (20)

Exercise II.5.9 解答中の性質 9 から OY =
⊕

iOY,Pi
となるが、このとき

OY,Pi
= k(Pi)

ni が成り立つ。
(∵) X の covering として {Ui}i, Pi ∈ Ui, Ui = SpecAi とできる。D に対

する Cartier Divisor を (Ui, fi), fi := tni
i , ti ∈ OPi

: local parameter とする。
このとき OY,Pi = OX,Pi/L (−D)Pi = Aipi

/(tni
i )であるが (Pi と対応する Ai の

prime idealを pi とした)、Aipi
/(ti)

ni = Âipi
/(ti)

ni ([1], Proposition 10.15)であ
り、dim Âipi

= dimAipi
= 1なので (Theorem I.5.4.A)、Theorem I.5.5Aから

Âipi
/(ti)

ni = k[[t]]/mni = kni = k(Pi)
ni

となる。(∵終)
以上により OD =

⊕
i k(Pi)

ni なので、ψ(D) = γ(OD)を得る。
Effective divisor D1 ∼ D2 に対して、L (−D1) = L (−D2) より、OD1

=
OD2

⇒ ψ(D1) = ψ(D2)が成り立つ。
一般の divisor D1 ∼ D2 に対しては、D′

j = Dj + D, j = 1, 2が effectiveと
なるようなある effective divisor D をとることができる。よって D′

1 ∼ D′
2 ⇒

ψ(D′
1) = ψ(D′

1)であり、ψは定義から準同型なので ψ(D1) = ψ(D1)が成り立つ。
従って ψ : ClX → K(X)が定義できる。

(b)後出のExercise III.6.8から、coherent F は quotient of a locally free sheaf
(of finite rank)である。よって locallly free scheme E0 が存在し、E0 ↠ F は全
射となる。

0→ E1 → E0 → F → 0 exact

ここで E1 = ker(E0 → F )は、捩れのない E0の submoduleなので locally freeで
ある。

Exercise II.5.16(a) より ∧riEi は rank 1 かつ locally free なので、∧riEi ∈
PicX, detF = ∧r0E0 ⊗ (∧r1E1)

−1 ∈ PicX である。
さて

0→ E1 → E0
α→ F → 0 : exact, 0→ E ′

1 → E ′
0
σ→ F → 0 : exact

のとき

∧r0E0 ⊗ (∧r1E1)
−1 = ∧r

′
0E ′

0 ⊗ (∧r
′
1E ′

1)
−1
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となることを示す。

0 // E0
//

α

��

E0 ⊕ E ′
0

//

β

��

E ′
0

//

0′

��

0

0 // F // F // 0

ここで、β : (a, a′) 7→ α(a) + σ(a′)と定義すると、α(a)の部分が全射なので βも
全射、上図式は可換、2つの行は exactである。

kerα = E1, ker 0
′ = E ′

0 であり、E := kerβ とすると、snake lemmaから

0→ E1 → E → E ′
0 → cokerα = 0 : exact

が得られる。よって

detE ′
0 = detE ⊗ (detE1)

−1

となる14 。同様にして

detE0 = detE ⊗ (detE ′
1)

−1

も成り立つので、

detE = detE ′
0 ⊗ detE1 = detE0 ⊗ detE ′

1

⇒ detE0 ⊗ (detE1)
−1 = detE ′

0 ⊗ (detE ′
1)

−1

を得る。

次に

0→ F ′ → F → F ′′ → 0 : exact⇒ detF = detF ′ ⊗ detF ′′ (21)

となることを示す。

0→ E1 → E0
α→ F → 0 : exact

とする。
これをもとに下図式を作成する。E ′

0 = α−1(F ′)とすると15 、F ′ ↪→ F より、
E ′
0 ↪→ E0 は単射であり、αが全射ゆえ β = α|E ′

0
: E ′

0 ↠ F ′ も全射である。また、
ここの部分の可換性は明らかである。

0 // E ′
0

//

β

��

E0
//

α

��

E ′′
0

//

δ
��

0

0 // F ′ µ // F
ν // F ′′ // 0

140 → 0 → E → E → 0 ⇒ det E = ∧rE ⊗ ∧00 = ∧rE
15Sheaf に対して α−1(F ) の定義は明確にはなされていないが、明らかである。
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E ′′
0 = E0/E ′

0 とすると δ : E0/E ′
0 → F/F ′ が自然に定義できる。また α, ν と

も全射なので、δも全射であり、この部分も可換である。
snake lemmaより

0→ E ′
1 := kerβ → E1 → E ′′

1 := ker δ → 0

が得られる。また、

0→ E ′
0 → E0 → E ′′

0 → 0

0→ E ′
1 := kerβ → E ′

0 → F ′ → 0

0→ E ′′
1 := ker δ → E ′′

0 → F ′′ → 0

が成り立つ。
よって

detE1 = detE ′
1 ⊗ detE ′′

1

detE0 = detE ′
0 ⊗ detE ′′

0

detF = detE0 ⊗ (detE1)
−1

detF ′ = detE ′
0 ⊗ (detE ′

1)
−1

detF ′′ = detE ′′
0 ⊗ (detE ′′

1 )
−1

から

detF ′ ⊗ detF ′′ = detF

が成立するので

det : K(X)→ PicX,
∑
i

niγ(Fi) 7→ ⊗i(detFi)
⊗ni

が定義できる。

Dが effectiveのとき 0→ L (−D)→ OX → OD → 0なので

detψ(D) = detOD = detOX ⊗ (detL (−D))−1

= OX ⊗ (L (−D))−1 = OX ⊗L (D) = L (D)

となる16。
一般のDに対しては、D = D+ −D− とすると、ψ, detの準同型性から

det(ψ(D)) = det(ψ(D+)− ψ(D−)) = detψ(D+)⊗ (detψ(D−))
−1

= L (D+)⊗ (L (D−))
−1 = L (D+ −D−)

16L (0) = L (D − D) = L (D) ⊗ (L (D))−1 = OX , L (−D) = L (0 − D) = L (0) ⊗
(L (D))−1 = (L (D))−1。また L が invertible のとき detL = ∧1L = L。
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= L (D)

が成り立つ。

(c) まず、L (∃D)⊕r → F を証明する。
(証明) X の生成元 η とすると、r := rankF より Fη = O⊕r

η であり、Exercise
II.5.7(a)から

O⊕r
U

∼→ F |U , η ∈ U, ∃U ( X

となる。
X − U は有限個の closed point {Pi}i からなり、対応してWeil divisor D =∑
i Pi、および Cartier divisorを (Ui, fi)とする。Dが effectiveなので対応する

Cartier divisorも effective、すなわち fi ∈ O(Ui)である (Definition, p.145)。
ここに (U, 1)を追加し、Uiを縮小して Piを含み他の Pj を含まないようにで

きる。例えば Ui が Pj を含む場合は、Ui ∩ P cj とすればよい。また、U ′
i が affine

となるように縮小できる。
このようにしても (U ′

i , f
′
i), (U, 1), f

′
i = fi|U ′

i
は Cartier divisorである。

(∵) X =
⋃
i U

′
i ∪ U であり、元々fi/fj ∈ O∗(Ui ∩ Uj) だったので、f ′i/f ′j ∈

O∗(U ′
i ∩U ′

j)である。また、∀x ∈ U ∩U ′
i に対し vx(f

′
i |U∩U ′

i
) = 0ゆえ、次の性質

10から f ′i |U∩U ′
i
/1 = f ′i |U∩U ′

i
∈ O∗(U ∩ U ′

i)である。(∵終)

U ′
i , f

′
iを改めてUi, fiとし、Ui = SpecAiとおく。fiはAiにおいてPi = V (fi)

に対応するもので、D(fi) = U ∩Ui ⊆ U となる。実際、P := p ∈ D(fi) ⊆ Ui ⇔
fi 6∈ p⇔ vP (fi) = 0⇔ P 6= Pi ⇔ P ∈ Ui − Pi = Ui ∩ U である。
O⊕r
U

∼→ F |U より F (U) は r-tupple section ⊕1≤j≤rtj から成る。すると、
t′j := tj |D(fi) ∈ F (D(fi))から f

nij

i t′j ∈ F (Ui)に拡張でき (Lemma II.5.3(b))、
e =

∑
j maxi nij とすると、fei t′j ∈ F (Ui)が成り立つ。

O⊗e
Ui
fei t

′
j → F |Ui ⊗O⊗e

Ui
= F |Ui

⇒ (L (−D)|Ui
)⊗et′j = L (−eD)|Ui

t′j → F |Ui

j について合わせると

L (−eD)|⊕rUi
→ F |Ui

を得る。
U に関しては既にL (−eD)|⊕rU = O⊕r

U → F |U が成立していたので、よって
L (−eD)⊕r → F であり、eDを改めてDとおけば、Dは effectiveで

L (−D)⊕r → F

となる。(証明終)

次に、L (−D)⊕r → F が単射であることを示す。
(∵) ϕ : O⊕r

X → F ⊗ L (D) が成り立つが、この kerϕ は捩れのない local free
moduleの submoduleなのでやはり locally free moduleである。
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l = rank kerϕとして O⊕r
X / kerϕ = F ⊗L (D)の generic point ηでの stalk

をとると

O⊕r
η /(kerϕ)η = Fη ⊗L (D)η

⇒ kr/kl = kr ⊗k k = kr ⇒ l = 0

よって kerϕ = 0 となり、ϕ : O⊕r
X → F ⊗ L (D) は単射である。locally free

moduleは flatなので (性質 11)、L (−D)⊕r → F は単射である。(∵終)

L (−D)⊕r ↪→ F から

0→ L (−D)⊕r → F → T → 0 : exact, T = F/L (−D)⊗r (22)

が得られる。ここで、

rankT = dimK Tη = dimK(Fη/L (−D)⊕rη ) = r − r = 0

である。

Dの effective性からのψ(D) = γ(OD)、式 (22)からの γ(F ) = rγ(L (−D))+
γ(T )、式 (20)からの γ(OX) = γ(L (−D)) + γ(OD)を用いると

γ(F )− rγ(OX) = rγ(L (−D)) + γ(T )− rγ(OX)

= r(γ(L (−D))− γ(OX)) + γ(T ) = −r(γ(OD)) + γ(T )

= −rψ(D) + γ(T )

を得る。この中で第 1項は明らかに rψ(D) ∈ imψであるが、第 2項 γ(T )も次
に示すように imψに属す。

(∵) η 6∈ SuppT ゆえ SuppT ( X であり (SuppT は閉集合、Exercise
II.5.6)、L (−D)は coherentなので cokerである T も coherent、よってExercise
II.6.9の解答中の性質 9より T =

⊕
P∈SuppT iP (IP )となり、P ∈ Ui に対し

IP = TP = FP /L (−D)rP = OrP /L (−D)rP = (OD)rP

である。(OD)P は (a)で示したように k(P )nP に等しいので、γ(T ) ∈ imψとな
る。(∵終)
以上により

γ(F )− rγ(OX) ∈ imψ

である。

性質 10. X が normal, noetherian, separated のとき、vY (f) = 0, Y ∩ U 6=
∅, f ∈ K∗, ∀Y : prime divisorならば f ∈ O∗(U)
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(証明) f ∈ O(U)を示せばよい。なぜなら、もしこれが成立すれば、f−1 ∈
K∗, vY (f

−1 = −vY (f) = 0より f−1 ∈ O∗(U)だからである。
Y = {η}− とし、U =

⋃
i Ui, Ui = SpecAi, η ∈ Ui とする。

X は normalなので、Ai の任意の prime ideal px に対して、Aipx
: 整閉であ

り、よって Ai: normalより Ui は p. 130の (∗)を満たす。また Y ∩ Ui = V (pη)
は Ui における prime divisorとなる。

vY (f) = 0⇒ vY ∩Ui
(f |Ui

) = 0より f |Ui
∈ OUi,η = Aipη

となるが、Y ∩Ui 6= ∅
を満たす Y の全体は Ai における p, height(p) = 1なる p全体に一致するので

f |Ui
∈

⋂
height(p)=1

Aip = Ai = O(Ui)⇒ f ∈ O(U)

である。(証明終)

性質 11. rankが一定な locally free moduleは flatである。

(証明) r = rank(E )で

0→ F ′ → F → F ′′ → 0 exact

とする。すると ∀x ∈ X に対し

0→ F ′⊕r
x → F⊕r

x → F ′′⊕r
x → 0 exact

であり

(F ⊗ E )x = Fx ⊗O⊕r
x = F⊕r

x

から

0→ (F ′ ⊗ E )x → (F ⊗ E )x → (F ′′ ⊗ E )x → 0 exact

となるので

0→ F ′ ⊗ E → F ⊗ E → F ′′ ⊗ E → 0 exact

が得られる。(証明終)

(d) 次の系列が exactで splitしていることを示す。

0→ PicX = ClX
ψ→ K(X)

rank−→ Z→ 0 : exact (23)

Effective Dに対して ψ(D) = 0とすると

γ(OD) = γ(OX/L (−D)) = 0⇒ γ(OX)−γ(L (−D)) = 0⇒ OX = L (−D)

より得られる OUi
fi = OUi

から fi は unit、従って vP (fi) = 0 ⇒ D = 0ゆえ ψ
は単射である。
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一般のDに対しては、D = D+ −D−とすると、ψは effective PicX に対し
て単射だったので、0 = ψ(D) = ψ(D+)− ψ(D−)⇒ D+ = D− ⇒ D = 0より ψ
は単射である。

EffectiveDに対して、rankψ(D) = rank γ(OD) = rank(γ(OX/L (−D))) = 0
であり、一般のDに対しては、ψ, rankは準同型なので、D = D+−D−とすると、
rankψ(D) = rankψ(D+)− rankψ(D−) = 0− 0 = 0、よって imψ ⊆ ker rankが
成り立つ。
一方、rankF = dimK Fη = 0とすると、(c)より

imψ 3 γ(F )− rankFγ(OX) = γ(F )

となる。よって、imψ = ker rankであり、系列 (23)は exactである。
φ : Z → K(X), n 7→ nγ(OX)とすると、rankφ = idZ なので、系列 (23)は

splitしている。従って、

K(X) = PicX ⊕ Z

が成立する。

2.6.12

Sheafの degを次のように定義する。

deg : CohX
γ→ K(X)

det→ PicX
∼→ ClX

deg→ Z

この degは次に示すように (1), (2), (3)を満たす。
(1) L (D)に対する degは

deg : L (D) 7→ γ(L (D)) 7→ detL (D) = L (D) ≈ D 7→ degD

ゆえ、degL (D) = degDである。
(2) detF = L (D), D =

∑
P nPP とすると、

deg : F → γ(F )→ det(F ) ≈ L (D)→ degD =
∑
P

nP

⇒ degF =
∑
P

nP

である。
Dが effectiveのとき

(OD)η = Oη/L (−D)η = Oη/(Oηfi) ≈ K/K = 0

が成り立つ。一般の場合にはD = D+ −D− とかけ、ψが準同型なので

ψ(D)η = ψ(D+)η − ψ(D−)η = γ(OD+)η − γ(OD−)η = 0
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である。また、前問 (b)より

detF = L (D) = detψ(D)

なので、F , ψ(D)は det, rankとも一致し、前問 (d)の

K(X)
∼→ PicX ⊕ Z, γ(F )

∼7→ (detF , rankF )

を用いれば、

F = ψ(D)

を得る。このとき、

F = ψ(D) =
∑
P∈Y

γ(k(P )⊕nP ), Y = {P |nP 6= 0},

k(P )は skyscraperゆえ

FQ =

{
k(P )⊕nP : Q = ∃P ∈ Y
0 : otherwise

から Q ∈ SuppF ⇔ Q = ∃P ∈ Y、すなわち Y = SuppF である。
すると、

FP = (ψ(D))P = k(P )⊕nP

⇒ lengthFP = length k(P )⊕nP = dimk k(P )
⊕nP = nP

ゆえ、

degF =
∑
P

nP =
∑
P

lengthFP

が成り立つ。
(3) 完全系列

0→ F ′ → F → F ′′ → 0 : exact

に対して、式 (21)から detF = detF ′⊗ detF ′′が成り立つが、detF = L (D)
等とすると

L (D) = L (D′)⊗L (D′′) = L (D′ +D′′)

⇒ D = D′ +D′′ ⇒ deg(D) = deg(D′) + deg(D′′)

⇒ degF = degF ′ + degF ′

従って、degは準同型である。

(1)∼(3)を満たす deg : CohX → Zの一意性について。
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(1), (2)により degL (D), deg(T ), T : torsion sheaf については一意的に決
まる。式 (22)の

0→ L (D)⊕r → F → T → 0 : exact

と (3)より

degF = r degL (D) + degT

が成り立つので17 、degF も一意的に決まる。

References

[1] M. F. Atiyah and I. G. MacDonald: Introduction to Commutative Algebra,
Addison-Wesley, 1963

[2] 河田敬義: ホモロジー代数 I, 岩波, 1976

[3] Lawrence Washington: Elliptic Curves, Chapman & Hall/CRC, 2003

[4] 松坂和夫: 代数系入門, 岩波, 1976
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