
2 Schemes

2.5 Sheaves of Modules

2.5.1

Ě := H omOX
(E ,OX)

(a) Morphism

ϕ : E →H omOX
(H omOX

(E ,OX),OX)

が存在する。
(∵) F := H omOX

(H omOX
(E ,OX),OX) とおく。ϕ を次のように定義する。

∀U ⊆ X に対し

ϕ(U) : E (U)→ HomOU
((H omOX

(E ,OX))|U ,OU ) = HomOU
(H omOU

(E |U ,OU ),OU )

s 7→ (t : H omOU
(E |U ,OU )→ OU )

t(V ) : HomOV
(E |V ,OV )→ O(V ), V ⊆ U

(fV : E |V → OV ) 7→ t(V )(fV ) = (fV (V ))(s|V ) ∈ O(V )

ここでfV が sheaf morphism(制限写像と compatible)なので、tも sheaf morphism
となる:

HomOV
(E |V ,OV ) 3 (fV : E |V → OV ) �

t(V ) //
_

��

fV (V )(s|V ) ∈ O(V )
_

��
HomOW

(E |W ,OW ) 3 (fV |W : E |W → OW ) �
t(W ) // fV |W (W )(s|W ) = fV (W )(s|W ) ∈ O(W )

よって ϕも次に示すように sheaf morphismとなる:

E (V ) 3 s|V � φ(V ) //
_

��

(t|V : H omOV
(EV ,OV )→ OV ) ∈ F (V )

_

��
E (W ) 3 s|W � φ(W )// (t|W : H omOW

(EW ,OW )→ OW ) ∈ F (W )

(∵終)

X =
⋃
U に対し E |U = OnU とする。このとき、性質 (1)から

Ě |U = H omOU
(E |U ,OU ) = H omOU

(OnU ,OU )

= (H omOU
(OU ,OU ))n = OnU (1)

より Ě も locally freeであり、よって

H omOX
(Ě ,OX)|U = H omOU

(Ě |U ,OU ) = H omOU
(OnU ,OU ) = OnU = E |U
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が成り立つ。従って任意の x ∈ X に対し

Ex = H omOX
(Ě ,OX)x

となり、ϕが存在することと合わせると、

E ≈H omOX
(H omOX

(E ,OX),OX)

すなわち

ˇ̌E ≈ E

を得る。

性質 1.
H omOX

(OX ,F ) ≈ F (2)

(証明) まず

σX : HomOX
(OX ,F )

∼→ F (X) (3)

が存在することを示す。
HomOX

(OX ,F )に属す φX : OX → F は sheaf morphismである。このと
き、σX(φX)を次式で定義する:

σX : HomOX
(OX ,F )→ F (X)

(φX : OX → F ) 7→ φX(X)(1O(X))

逆に、s ∈ F (X)が与えられれば ψ(X)(1O(X)) = sを満たすO(X)-morphism
ψ(X)が一意的に定まる。さらに、V ⊆ Xに対しては、ψ(V )をψ(V )(1O(V )) = s|V
で定義すると、この ψ(V )も一意的である。すると

(ψ(X)(aX))|V = (aXψ(X)(1O(X)))|V = aV s|V = ψ(V )(aV ), aV = ρXV aX ∈ O(V )

となるので、ψ は制限写像と compatibleであり、ψ ∈ HomOX
(OX ,F )となる。

よって σX はmodule morphismとして全射であり、ψ(V )の一意性から単射でも
あるので、σX は同型である。

式 (3)による

σU : HomOU
(OU ,F |U )

∼→ F (U) (4)

から

σ : H omOX
(OX ,F )→ F

が得られる (σ(U) := σU )。
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φU : OU → F が sheaf morphismで制限写像と compatibleなので

HomOU
(OU ,F |U ) 3 φU

σ(U) //

��

φU (U)(1O(U)) ∈ F (U)

��
HomOV

(OV ,F |V ) 3 φU |V
σ(V ) // φU |V (V ) = φU (V )(1O(V )) ∈ F (V )

から、σも制限写像と compatibleで sheaf morphismとなる。式 (4)から stalkが
等しくなり、sheaf morphismが存在するので、

H omOX
(OX ,F ) ≈ F

である。

(b) まず

H omOX
(E ,OX)⊗OX

F →H omOX
(E ,F ) (5)

が存在することを示す。
(∵) U ⊆ Xのとき、ϕU ∈ HomOU

(E |U ,OU )とs ∈ F (U)の対に、H omOX
(E ,F )(U) =

HomOU
(E |U ,F |U )の次の元 φU を対応させる。

φU (V ) : E (V )→ F (V ), e 7→ ϕU (V )(e)s|V , ∀V ⊆ U

このφUは、ϕUが sheaf morphismなので制限写像と compatibleであり、HomOU
(E |U ,F |U )

に属す。また、双線形写像なので

HomOU
(E |U ,OU )⊗OU

F (U) = (H omOX
(E ,OX)⊗OX

F )pre(U)

→ HomOU
(E |U ,F |U ) = H omOX

(E ,F )(U)

が存在する。この写像も、φU と ϕU が sheaf morphismなので、制限写像と com-
patibleとなる。
よって、

(H omOX
(E ,OX)⊗OX

F )pre →H omOX
(E ,F )

が存在し、従って

H omOX
(E ,OX)⊗OX

F →H omOX
(E ,F )

も存在する。
(∵終)

E が locally freeなので、X のカバーX =
⋃
U に対し、E |U = OnU と書ける。

すると、

(H omOX
(E ,OX)⊗OX

F )pre(U) = H omO(U)(E ,OX)(U)⊗O(U) F (U)
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= HomOU
(E |U ,OU )⊗O(U) F (U) = HomOU

(OnU ,OU )⊗OU
F (U)

= HomOU
(OU ,OU )n ⊗O(U) F (U)

#
= O(U)n ⊗O(U) F (U)

= (O(U)⊗O(U) F (U))n = F (U)n

ここで #
=は性質 (1)による。一方、

(H omOX
(E ,F ))(U) = HomOU

(E |U ,F |U )

= HomOU
(OnU ,F |U ) = HomOU

(OU ,F |U )n = F (U)n

より

(H omOX
(E ,OX)⊗OX

F )pre(U) = (H omOX
(E ,F ))(U)

が成立する。
よって、

(H omOX
(E ,OX)⊗OX

F )prex = (H omOX
(E ,F ))x, ∀x ∈ X

が成り立ち

(H omOX
(E ,OX)⊗OX

F )x = (H omOX
(E ,F ))x

となるので、式 (5)と併せて

H omOX
(E ,OX)⊗OX

F ≈H omOX
(E ,F )

を得る。

(c) まず

ϕ : HomOX
(E ⊗OX

F ,G )→ HomOX
(F ,H omOX

(E ,G ))

の存在を示す。
ψ : E ⊗OX

F → G に対し、ϕ(ψ) : F → H omOX
(E ,G )を (以下、ϕ(ψ)を

ϕψとも記す)

(ϕψ)(U) : F (U)→ HomOU
(E |U ,G |U )

s 7→ ((ϕψ)(U))(s) : E |U → G |U
(((ϕψ)(U))(s))(V ) : E (V )→ G (V ), ∀V ⊆ U

t 7→ (((ϕψ)(U))(s))(V )(t) := ψ(V )(θ(V )(t⊗s|V ))

で定義する。ここで、θは sheafification morphism θ : (E ⊗OX
F )pre → E ⊗OX

F
である。
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((ϕψ)(U))(s)の restriction mapとの compatibilityは、ψ, θが compatibleな
ので下図式から明らかである。

E (V ) 3 t � //
_

��

ψ(V )(θ(V )(t⊗ s|V )) ∈ G (V )
_

��
E (W ) 3 t|W � // ψ(W )(θ(W )(t|W ⊗ s|W )) ∈ G (W )

従って ((ϕψ)(U))(s) ∈ HomOU
(E |U ,G |U )である。

そしてϕψの restriction mapとの compatibilityも、((ϕψ)(U))(s)の compat-
ibilityを用いて同様に証明できるので、ϕψ ∈ HomOX

(F ,H omOX
(E ,G ))とな

る。よって、ϕの存在が示された。

次に ϕが単射であることを示す。ϕ(ψ) = 0とすると

(((ϕ(ψ))(X))(s))(X)(t) = ψ(X)(θ(X)(t⊗ s)) = 0, ∀s,∀t

なので、ψ(X)θ(X) = 0となり、よって∀U ⊆ Xに対してψ(U)θ(U) = ρXU (ψ(X)θ(X)) =
0から ψθ = 0が成り立つ。すると sheafificationの U. P.から ψ = 0を得る。

最後に ϕが全射であることを示す。Sheaf morphismとして

α : F →H omOX
(E ,G )

が与えられると

α(U) : F (U)→ HomOX
(E |U ,G |U )

s 7→ α(U)(s) : E |U → G |U
(α(U)(s))(V ) : E (V )→ G (V ), V ⊆ U

t 7→ (α(U)(s))(V )(t)

となるので

σ : (E ⊗OX
F )pre → G

を次のように定義できる。

σ(U) : E (U)⊗OU
F (U)→ G (U)

t⊗ s 7→ (α(U)(s))(U)(t)

ここで (t, s) 7→ (α(U)(s))(U)(t)の双線形性を用いた。
αが sheaf morphismなので、σも restriction mapと compatibleである。
さらに sheafificationの U. P. から map θ : (E ⊗OX

F )pre → E ⊗OX
F を用

いると

σ = δθ
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を満たす sheaf morphism

δ : E ⊗OX
F → G

が一意的に存在する。

ここで得られた δは ϕ(δ) = αを満たすことを示す。
∀s ∈ F (U), ∀t ∈ E (V ), ∀V ⊆ U に対し

(((ϕ(δ))(U))(s))(V )(t) = δ(V )(θ(V )(t⊗ s|V )) = σ(V )(t⊗ s)

= (α(V )(s|V ))(V )(t) = (α(U)(s))|U (V )(t) = (α(U)(s))(V )(t)

から

(ϕ(δ))(U)(s)(V ) = α(U)(s)(V )⇒ (ϕ(δ))(U)(s) = α(U)(s)

⇒ ϕ(δ)(U) = α(U)⇒ ϕ(δ) = α

を得る1。
なお、E は locally freeでなくても

HomOX
(E ⊗OX

F ,G ) ≈ HomOX
(F ,H omOX

(E ,G ))

は成立する。

(d) f : (X,OX) → (Y,OY )に対し、Y のカバーの一つ V で E |V = OnV と
する。

f = f |U : U = f−1(V )→ V

とおく。

f∗(F⊗OX
f∗E )|V

(10)
= f∗((F⊗OX

f∗E )|U ) = f∗(F |U⊗OU
(f∗E )|U )

(11)
= f∗(F |U⊗OU

f
∗
(E |V ))

= f∗(F |U⊗OU
f
∗
(OnV ))

@
= f∗(F |U⊗OU

OnU ) = f∗((F |U )n) = (f∗(F |U ))n = ((f∗F )|V )n

(f∗F⊗OY
E )|V

(9)
= (f∗F )|V⊗OV

E |V = (f∗F )|V⊗OV
OnV = ((f∗F )|V⊗OV

OV )n = ((f∗F )|V )n

ここで、@
=は、一般に f : X → Y に対して

f∗OY = f−1OY ⊗f−1OY
OX = OX (6)

が成り立つことによる。

1一般に、sheaf F , G に対して

F (U)
+
= G (U), ∀U ⊆ X ⇒ F = G

である。ここで、+
= は実際に=であることが重要で、単に ∼

= では成立するとは限らない。
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以上により、E |V = OnV , Y =
⋃
V となる V に関しては

(f∗F ⊗OY
E )(V )

∼→ (f∗(F ⊗OX
f∗E ))(V )

が成立する。従って、任意の点において stalkが一致する。

f∗F ⊗OY
E

%→ f∗F ⊗OY
f∗f

∗E
(13)→ f∗(F ⊗OX

f∗E )

より、両者の間に sheaf morphismが存在するので、

f∗F ⊗OY
E ≈ f∗(F ⊗OX

f∗E )

が成立する。なお、%→は p. 110の Adjoint Property

HomOX
(f∗G ,F ) = HomOY

(G , f∗F ))

において、G ← E , F ← f∗E と代入すれば得られる E → f∗f
∗E を用いている。

性質 2.
(F ⊗OX

G )x
∼
= Fx ⊗Ox Gx, x ∈ X (7)

(証明) (F (U),G (U)) → Fx ⊗Ox Gx, (s, t) 7→ sx ⊗Ox tx が双線形写像なの
で、F (U)⊗O(U) G (U)→ Fx ⊗Ox Gx, (s, t) 7→ sx ⊗Ox tx が存在する。従って、
H = F ⊗OX

G , H − = (F ⊗OX
G )pre とおくと、x ∈ U ⊆ X に対し次の図式

が得られる。ここで 3つの区域は可換である。

H −(U)
θU

//

γU

((

µ′
U %%JJ

JJJ
JJJ

JJ
H (U)

σU

//

µU

��

Fx ⊗ Gx

Hx

α

99ssssssssss

まず

α : Hx → Fx ⊗Ox
Gx, hx 7→ sx ⊗ tx

は順極限の U.P.から得られる。
次に

β : Fx ⊗Ox
Gx →Hx

を定義する。sx ⊗ tx ∈ Fx ⊗Ox
Gxとすると、sx = sU ∈ F (U), tx = tU ∈ G (U)

とみなせる x ∈ ∃U ⊆ X が存在し ([1], Exercise 2.15よりこのような sU , tU が一
意的に存在するとみなせる)、sx ⊗Ox

tx に対して sU ⊗O(U) tU ∈ H ′(U)が一意
的に存在する。
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すると、γU = αµ′
U から

sU ⊗ tU
µ′
U7→ hx

α7→ sx ⊗ tx

となる hx ∈Hx が一意に存在するので、

β : Fx ⊗Ox
Gx →Hx, sx ⊗ tx 7→ hx

が存在する。
作り方から

αβ = idFx⊗OxGx
, βα = idHx

となるのは明らかである。

性質 3. f : X → Y に対し

f−1(F ⊗OY
G ) = f−1F ⊗f−1OY

f−1G (8)

が成り立つ。特に、U ⊆ X のとき

(F ⊗OX
G )|U = F |U ⊗OU

G |U (9)

(証明)順極限への写像F (V )→ f−1F , G (V ′)→ f−1G , OY (V ”)→ f−1OX
において、W = V ∩ V ′ ∩ V ” ⊇ f(U)をとれることから、V, V ′, V ”は等しくでき

f−1F (U)⊗f−1OY (U)f
−1G (U) = lim

V⊇f(U)
F (V )⊗limV ”⊇f(U) OY (V ”) lim

V ′⊇f(U)
G (V ′)

= lim
W⊇f(U)

(F (W )⊗OY (W ) G (W )) = f−1(F ⊗OY
G )(U)

となる ([3], 6章 5節, 例題 11, p.316)。
従って

(f−1F ⊗f−1OY
f−1G )pre(U) = (f−1(F ⊗OY

G ))pre(U)

が等式で成り立つので、presheafとして等しく、よって sheafとしても等しい:

f−1F ⊗f−1OY
f−1G = f−1(F ⊗OY

G )

性質 4. f : (X,OX)→ (Y,OY )のとき、

f = f |f−1(V ) : f
−1(V )→ V, V ⊆ Y

とすると

(f∗F )|V = f∗(F |f−1(V )) (10)

(f∗G )|f−1(V ) = f
∗
(G |V ) (11)

が成り立つ2。
2f−1(V ) = ∅ のときは、式 (10), (11), (12) とも 0 = 0 となるが、やはり成立する。
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(証明) ∀W ⊆ V とすると、f−1
(W ) = f−1(W ), f

−1
(W ) ⊆ f−1

(V )であり、

(f∗F )|V (W ) = (f∗F )(W ) = F (f−1(W ))

(f∗(F |f−1(V )))(W ) = F |f−1(V )(f
−1

(W )) = F (f
−1

(W )) = F (f−1(W ))

より (f∗F )|V (W ) = (f∗(F |f−1(V )))(W )である。この恒等射は当然制限写像と
compatibleなので式 (10)は成立する。

式 (11)に関しては、U = f−1(V )に対してまず

(f−1G )|U = f
−1

(G |V ) (12)

を示す。
(∵) W ⊆ U に対して、f(W ) = f(W ) ⊆ V より

(f
−1

(G |V ))pre(W ) = lim
W ′⊇f(W )

G |V (W ′) = lim
W ′⊇f(W )

G |V (W ′)

$
= lim
W ′⊇f(W )

G (W ′) = (f−1G )pre(W )→ (f−1G )(W ) = (f−1G )|U (W )

から (f
−1

(G |V ))pre → (f−1G )|U が存在し、従って

f
−1

(G |V )→ (f−1G )|U

が成り立つ。なお、 $
=は、W ′ ⊇ f(W )の極限をW ′ は渡るので、V ⊇ f(W )か

らW ′ ⊆ V となるからである。
一方、x ∈ U に対し

f
−1

(G |V )x = (G |V )f(x) = Gf(x)

((f−1G )|U )x = (f−1G )x = Gf(x)

なので、上式と合わせて

f
−1

(G |V ) = (f−1G )|U

を得る。(∵終)

さて、

(f∗G )|U
(9)
= (f−1G )|U ⊗(f−1OY )|U OX |U

f
∗
(G |V ) = f

−1
(G |V )⊗f−1OV

OX |U = (f−1G )|U ⊗(f−1OY )|U OX |U

より式 (11)が成立する。
なお、式 (11)では U ⊆ f−1(V )となる開集合 U でも f : U → V とすると、

そのまま証明は成り立つ (式 (10)では成立しない)。
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性質 5.
f∗F ⊗OY

f∗G → f∗(F ⊗OX
G ) (13)

(証明) V ⊆ Y に対し

(f∗F ⊗OY
f∗G )pre(V ) = (f∗F )(V )⊗OV

(f∗G )(V )

= F (f−1(V ))⊗OV
G (f−1(V ) = (F ⊗OX

G )pre(f−1(V ))

→ (F ⊗OX
G )(f−1(V )) = f∗(F ⊗OX

G )(V )

よって

(f∗F ⊗OY
f∗G )pre → f∗(F ⊗OX

G )

から

f∗F ⊗OY
f∗G → f∗(F ⊗OX

G )

を得る。

2.5.2

RをKにおけるDVR、極大 idealをm、X = SpecR = {(0),m}, K = FracR
とする。

X の開集合は {∅, {(0)}, X}なので、η = (0), U = {η}とすると、ηを含む開
集合は U とX、mを含む開集合はX のみである。

O(U) = lim
η∈V
O(V ) = Oη = K

O(X) = R

(a) OX -module F が存在するとき。

M := F (X); R-module

Mη =M ⊗R Rη =M ⊗R K

L := F (U) = Fη; K-module

このとき、商加群の U.P.から ρXU = ρµを満たす

ρ :Mη =M ⊗R K → Fη = L

が一意に存在する。ここで、µは局所化の準同型写像である。

M
ρXU //

µ

��

Fη = L

Mη

∃!ρ

;;vvvvvvvvv

(14)
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逆にM : R-module、L : K-module、ρ :M ⊗R K → Lが存在するとき。
F を次のように定義する。η = (0) ⊆ Rとする。

F (X) =M

F (U) = L

ここで

ρXL = ρµ : F (X)→ F (U)

が制限写像となり、F は sheafである。

(b) 次式が成立する。

F : quasi-coherent⇔ ϕ : M̃
∼→ F , M = Γ(X,F ) : R-module

∗∗⇐⇒ ϕη :Mη
∼→ Fη

なお、ϕη は ρXU = ϕηµを満たすので、既に述べた ρの一意性から ρ = ϕη であ
る。また ∗∗⇐=が成立するのは、X = {η, m}において、Mη ≈ Fη であり、

Mm =M = F (X) = lim
m∈V

F (V ) = Fm

から (m を含む開集合は X のみ)、F と M̃ は stalk で一致し、Exe. 5.3 より
M̃ → F が成り立つからである。

2.5.3

まず、M̃ → F の global sectionを取ることにより

α : HomOX
(M̃,F )→ HomA(M,Γ(X,F ))

が存在するのは明らかである。
ϕ :M → F (X)とし、X =

⋃
D(f)に対して ϕf を

ϕf : M̃(D(f)) =Mf → F (D(f))

m/f i 7→ ϕ(m)|D(f)/f
i

と定義する。ここで、F (D(f))はOX(D(f)) = Af -moduleなので 1/f i ∈ Af よ
り ϕ(m)|D(f)/f

i ∈ F (D(f))である。特に ϕf (m/1) = ϕ(m)|D(f) である。
D(f)∩D(g) = D(fg)なので、Theorem 3.3, Step 3, p.88より (ϕf )fg = (ϕg)fg

が成立すれば、ϕf から M̃ → F を構成できる。

(ϕf )fg : (Mf )fg =Mfg 3
m

(fg)i
=

m/1

(fg)i

7→
ϕf (m/1)|D(fg)

(fg)i
=

(ϕ(m)|D(f))|D(fg)

(fg)i
∗∗∗
=

ϕ(m)|D(fg)

(fg)i
∈ F (D(fg))
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ここで ∗∗∗
= はF (X)→ F (D(f))→ F (D(fg))とF (X)→ F (D(fg))が等しい

ことによる。よって

(ϕf )fg(
m

(fg)i
) =

ϕ(m)|D(fg)

(fg)i
= (ϕg)fg(

m

(fg)i
)

より

(ϕf )fg = (ϕg)fg

を得る。
従って、M̃ → F であり、

β : HomA(M,Γ(X,F ))→ HomOX
(M̃,F )

の存在が示された。
αβ = idHomA(M,Γ(X,F)) を示す。

β(ϕ) : M̃ → F は

ϕf : M̃(D(f))→ F (D(f)),m/f i 7→ ϕ(m)|D(f)/f
i

から得られた sheaf morphismであり、その global section

M → F (X),m 7→ ϕ(m)

は ϕである。global sectionを取ることが αなので αβ(ϕ) = ϕとなる。
次に βα = idHomOX

(M̃,F) を示す。
Sheaf morphism σ : M̃ → F に対し α(σ) = σ(X)であり、σ(X)|D(f) = σ(D(f))
を glue した sheaf morphism は σ に他ならない (sheaf 構成の一意性)。よって
βα = idHomOX

(M̃,F) である。
以上により

HomOX
(M̃,F ) ≈ HomA(M,Γ(X,F ))

が成り立つ。

2.5.4

OX -module Fをquasi-coherentとすると、∀x ∈ Xに対しx ∈ U, U = SpecA
となる open affine U が存在し、F |U = M̃, M : A-moduleとできる (Proposition
5.4)。

M が A-moduleゆえM の生成元 {mi}i∈I が存在し、

ϕ : AI ↠M, {⊕ai} 7→
∑

aimi

となるので

kerϕ ↪→ AI
φ
↠M → 0 : exact
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が得られる。ここで、kerϕ ⊆ AI もA-moduleなので、同様に ψ : AJ ↠ kerϕと
なる AJ が存在し、ψ : AJ ↠ kerϕ = imψ ↪→ AI と見なせる。よって、

AJ
ψ→ AI

φ
↠M → 0 : exact (15)

M = AI/imψ = cokerψ

である。Proposition 5.2(a)より

OJU
ψ̃→ OIU

φ̃→ F |U → 0 : exact

からF |U = OIU/ ker ϕ̃ = OIU/imψ̃ = coker ψ̃を得る。

逆に ∀x ∈ X に対し、F |U = OIU/im ψ̃、すなわち

OJU
ψ̃→ OIU

φ̃→ F |U → 0 : exact

とする。OIU ,OJU は quasi-coherentなのでProposition 5.7より coker ψ̃ = F |U は
quasi-coherent、よってF 自体も quasi-coherentである。

X が noetherianとする。Proposition 3.2よりAは noetherianである。F が
coherentならば、Proposition 5.4からM は有限生成 A-moduleで

0→ kerϕ→ AI
φ→M → 0 : exact, |I| <∞

とかけるが、X が neotherianなので noetherian AI の sub A-module kerϕは有
限生成であり、式 (15)と同様にして

AJ
ψ→ AI

φ
↠M → 0 : exact, |I| <∞, |J | <∞

を得る。よって Proposition 5.2(a)から

OJU
ψ̃→ OIU

φ̃→ F |U → 0 : exact

が得られ、

F |U = OIU/im ψ̃ = coker ψ̃, ψ̃ : OJU → OIU , |I| <∞, |J | <∞

となる。

逆は明らかである。

2.5.5

(a) X = Spec k[x], Y = Spec k とし、k → k[x] に対応する morphism を
f : X → Y とする。
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F = OX = k̃[x]において k[x]は有限生成 k[x]-moduleゆえF は coherentで
ある。
一方 f∗F は quasi-coherentなので (Proposition 5.8(c))、ある k-module N に

よって f∗F = Ñ とかけ (Y の非空開集合は Y のみ)、Γ(Y, f∗F ) = Ñ(Y ) = N
となるが、(f∗F )(Y ) = OX(X) = k[x]ゆえ N = k[x]である。k[x]は有限生成
k-moduleではないので、f∗F は coherentではない。

(b) f : X → Y を closed immersionとする。
Y の任意の open affine V = SpecB に対し、U = f−1(V )とおくと、closed

immersionは local propertyなので (Exercise 2.4.3の証明における性質 2)、f の
制限 fU : U → V も closed immersionとなる。
よって f(U) = SpecB/b, b ⊆ Bとかけ (Exercise 3.11(b) or Corollary 5.10)、

B/bは有限生成 B-moduleなので (生成元は 1B/b)、Exercise 3.4より f は finite
である。

(c) Noetherian scheme間の finite morphismを f : X → Y とする。
Exercise II.3.4 より、Y の任意の affine affine V = SpecB に対して U =

f−1(V ) = SpecAとかける。
またF は coherentなので、F |U = M̃, M : finitely generatedA-moduleと

なる。このとき f = f |U : U → V とおくと性質 (4)から

(f∗F )|V = f∗(F |U ) = f∗(M̃) = B̃M

が得られる。
M は有限生成 A-moduleであり、Aは有限生成 B-moduleなので、BM は有

限生成 B-moduleとなる。従って f∗F は coherentである。

2.5.6

(a)mpは germでありm ∈M = M̃(X)は global sectionなのでmp = m|Vp
=

m/1 ∈Mp である (p ∈ ∃Vp)。

p 6∈ Suppm⇔ mp = m/1 = 0⇔ ∃t ∈ pc, tm = 0

⇔ pc ∩Annm 6= ∅⇔ p 6⊇ Annm⇔ p 6∈ V (Annm)

従って

Suppm = V (Annm) (16)

である。

(b)M の生成元を {mi}i∈I , |I| <∞とすると

p ∈ Supp M̃ ⇔Mp 6= 0⇔ mi
p 6= 0, ∃i ∈ I ⇔ p ∈ Suppmi, ∃i ∈ I

⇔ p ∈ V (Annmi), ∃i ∈ I ⇔ p ∈
⋃
i∈I

V (Annmi) = V (
⋂
i∈I

Annmi)

14



ここで

a ∈ AnnM ⇔ aM = 0⇔ ami = 0, ∀i ∈ I

⇔ a ∈ Annmi, ∀i ∈ I ⇔ a ∈
⋂
i∈I

Annmi

から AnnM =
⋂
i∈I Annmi なので

SuppF = V (AnnM) (17)

が成立する。

(c) X は noetherianなので

X =
⋃
i∈I

Ui, Ui = SpecAi, |I| <∞

とかけ、

F |Ui
= M̃i, Mi : finitely generatedAi-module

となる (Proposition 5.4)。
上記 (b)から

SuppF ∩ Ui = SuppF |Ui = V (AnnMi)

は Ui における閉集合となるので、Exercise 2.3.5の性質 3.から SuppF はX で
閉集合である。

(d) X = SpecAは noetherianなのでその部分集合 U も noetherian、よって
Proposition 5.8(c)から i∗(F |U )は quasi-coherentである。
このとき、Exercise II.1.20より得られる

0→H 0
Z (F ) ↪→ F

φ→ i∗(F |U ) : exact

において kerϕは quasi-coherentであり、H 0
Z (F ) ≈ kerϕより、H 0

Z (F )も quasi-
coherentとなる。

ΓZ(F )は ΓZ(X,F )のことと思われるが、Aは noetherianなので aは有限生
成であり、

m ∈ Γa(M)⇔ anm = 0, ∃n > 0⇔ alm = 0, ∀a ∈ a, ∃l > 0

⇔ a ∈
√
Annm, ∀a ∈ a⇔ a ⊆

√
Annm

⇔
√
a ⊆
√
Annm⇔ V (a) = Z ⊇ V (Annm) = Suppm⇔ m ∈ ΓZ(F )

より Γa(M) = ΓZ(F )となる。
さて、H 0

Z (F )は quasi-coherentなので、

H 0
Z (F ) = (H 0

Z (F ))(X)∼ = ΓZ∩X(X,F |X)∼ = ΓZ(X,F )∼ = ΓZ(F )∼
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であり、よって今示したことから

H 0
Z (F ) = Γa(M)∼

を得る。

(e) X の open affine coveringの一つを U = SpecAとすると

Z ∩ U = SpecA/a, F |U = M̃

とかける。
Aが noetherianのとき、F が quasi-coherentならば前述の (d)から

H 0
Z (F )|U = H 0

Z∩U (F |U ) = Γa(M)∼

となるので、H 0
Z (F )は quasi-coherentである。

F が coherentのときはF |U = M̃となるMはfinitely generated A-moduleで
ある。AがnoetherianなのでMもnoetherian、よってMの submodule Γa(M)も
finitely generated A-moduleとなる。ゆえにH 0

Z (F )|U = Γa(M)∼からH 0
Z (F )

は coherentである。

2.5.7

X の開被覆の一つを U = SpecAとし、F |U = M̃、M : finitely generated
A-module、M の生成元を {mj}j∈J , |J | <∞とする。

(a) x ∈ U に対応するAの prime idealを pとする。Fx = OIxのときMp = AIp
は free moduleであり、各mj に対応するMp = AIp の元 {mj/1}j∈J はその生成
元なので、Mp の rank |I|は |J |以下で有限である。n := |I|とおく。

mj のMp への像を

mj/1 = ⊕i∈Iaij/fij ∈ Anp , aij ∈ A, fij ∈ A− p (18)

とする。{mj/1}j∈JはAnpを生成するので、Anpの基底{ei = (0, · · · , 0,
i
1, 0, · · · , 0)}i∈I

は

ei =
∑
j∈J

(bij/gij)(mj/1), bij ∈ A, gij ∈ A− p, i ∈ I (19)

とかける。
ここで h =

∏
i∈I,j∈J fijgij とすると h 6∈ pである。式 (18)、(19)からmj/1

は Anh に属し、

Mh 3 m/hr = (
∑
j

ajmj)/h
r =

∑
j

(aj/h
r)(mj/1)
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よりMh ⊆ Anh となり、かつ {mj/1}j∈J はMh を生成する。
一方、Anh の任意の元は∑

i∈I
(ci/h

ki)ei =
∑
i∈I

(ci/h
ki)

∑
j∈J

(bij/gij)(mj/1)

=
∑
j∈J

∑
i∈I

(cibij)/(h
kigij)(mj/1), ci ∈ A

とかけ、
∑
i∈I(cibij)/(h

kigij) ∈ Ah となるので、これはMh に属す。
以上によりMh = Anh となることがわかった。よって

F |D(h) = (F |U )|D(h) = M̃ |D(h) = M̃h = Ãnh = Ãh
n
= OD(h)

n

を得る3 。

(b) 上記 (a)より明らかである。

(c) Invertible sheaf E において、x ∈ X とすると、式 (1)から Ě も invertible
sheafなので

(E ⊗OX
Ě )x = Ex ⊗Ox

Ěx = Ox ⊗Ox
Ox = Ox

である。一方、Exercise II.5.1(c)においてF ⇐ Ě , G ⇐ OX とすれば E ⊗ Ě →
OX が得られるので

E ⊗ Ě ≈ OX

が成り立つ。

逆に F ⊗OX
G = OX とすると、x ∈ X に対し Fx ⊗Ox

Gx = Ox となる。
Local ring Ox の極大 ideal mに対し k := Ox/mとすると

k = k ⊗Ox Ox = k ⊗Ox Fx ⊗Ox Gx = (k ⊗Ox Fx)⊗k (k ⊗Ox Gx)

が得られるが、k ⊗Ox
Fx, k ⊗Ox

Gx は k-ベクトル空間であり、次元の積が 1な
ので、結局それぞれの次元が 1である。従って、k ⊗Ox Fx は k上一つの元で生
成される。

[1], Exercise 2.2 より k ⊗Ox
Fx = Fx/(mFx) なので、Fx/(mFx) が k =

Ox/m上一つの元で生成されることになるが、すると [1], Proposition 2.8からFx

が Ox 上一つの元 vで生成される:

Fx = Oxv

ここで a ∈ AnnFx ⊆ Ox とすると aFx = 0となるが、すると

aOx = a(Fx ⊗Ox
Gx) = (aFx)⊗Ox

Gx = 0

より a = a1 = 0となる。よって、Fx ≈ Ox が成り立つ。
既に示した (b)からF |U ≈ O|U が得られるので、F は invertibleである。

3M̃h = (M̃(D(h)))∼ = Γ(D(h), M̃ |D(h))
∼ = M̃ |D(h)
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2.5.8

(a) U = {x ∈ X|ϕ(x) < n}が開集合であることを示す。
X の開被覆を {Ui}i∈I とすると

U : open⇔ U ∩ Ui : open, ∀i ∈ I

より、本題は localで考えてよく、X = SpecA, x = p ⊆ Aとできる。
F は coherentなので有限生成 A-module M を用いてF = M̃ とかける。M

の生成元を {mj}j∈J , |J | <∞とおく。
r := ϕ(x) < nとすると、[1], Exercise 2.2より

Fx ⊗Ox
k(x) =Mp ⊗Ap

Ap/mp =Mp/(mpMp)

は r 次元ベクトル空間であり、その基底を与えるMp の原像 {e1, · · · , er}は Ap

上Mp を生成する ([1], Proposition 2.8)。このとき、mj/1 ∈Mp は

mj/1 =
∑
i

bij/gijei, bij ∈ A, gij ∈ A− p (20)

とかける。他方 ei はMp の元であり、{mj}j∈J がM の生成元なので

ei = (
∑
j

aijmj)/fi =
∑
j

(aij/fi)mj , aij ∈ A, fi ∈ A− p

とかける。ここで

h =
∏
ij

figij 6∈ p

とすると、x = p ∈ D(h)なので、eiはMhの元とみなせる。mj/1も同様である。

q ∈ D(h)に対してMq は Aq 上 {e1, · · · , er}(の像)で生成できる。——–(%)
(∵) ei, mj/1はMh とみなせるが、Mh → Mq よりそれら (の像)はMq の元と
なる。Mq の任意の元は

m/c =
∑
j

djmj/c =
∑
ij

(djbij)/(cgij)ei, dj ∈ A, c ∈ A− q

とかけるが、もし gij ∈ qとすると h ∈ qとなってしまい q ∈ D(h)に反する。よっ
て gij 6∈ qであり、従って cgij 6∈ qとなることから、m/cはAq上 {e1, · · · , er}で
生成される。(∵終)

Mq が Aq 上 {e1, · · · , er}で生成されることから、Mq/(mqMq)の次元は r以
下、すなわち、ϕ(q) ≤ rから q ∈ U となり、よって

x ∈ D(h) ⊆ U

を得る。これは U が開集合であることを示している。
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(b) まず、ϕ−1(n)が開集合であることを示す (ここではX は connectedでな
くてもよい)。
(∵) U = ϕ−1(n) 6= ∅とする。F が locally freeなので、x ∈ U に対しFxは free
であり、すると前演習 Exercise II.5.7(a)より

F |V = OrV , ∃r > 0, ∃V 3 x

となる。すると

ϕ(x) = dimk(x) Fx⊗Ox k(x) = dimk(x)Orx⊗Ox k(x) = dimk(x) k(x)
r = r (21)

であり、一方 ϕ(x) = nだったので、r = nである。よって、F |V = OnV より式
(21)と同様にして ϕ(y) = n, ∀y ∈ V が成り立ち、V ⊆ U から U は開集合とな
る。(∵終)
さて、ϕが定数関数でないとすると、|Imϕ| ≥ 2であり、Imϕ ⊆ Zには最小

数 nが存在する。すると

X = ϕ−1(n) ∪
⋃
i>n

ϕ−1(i)

よりX は disjointな 2つの開集合の和集合となり connectivityに反する。
従って ϕは定数関数である。

(c) (a)における記法を用いる。
ϕ(X) = nとする。Localに証明すればよいので、X = SpecAとしてよい。
(%)に示したことから、∀q ∈ D(h)に対してMqはAq上 {e1, · · · , en}で生成

される (今の場合は r = nである)。従ってMq/qMq は {e1, · · · , en}(の像)で生
成されるが、Mq/qMqは n次元ベクトル空間なので {e1, · · · , en}はそこで基底を
なすはずである。

{mj}j∈J はM を生成するので式 (20)よりMh は Ah 上 {e1, · · · , en}で生成
されるが、それらは基底をなす。
(∵) Mhにおける線形従属式

∑
i ai/h

niei = 0, ai ∈ Aが成り立つとすると、h 6∈ q
よりこの式はMqの式とみなせる。分母を払った式を

∑
i a

′
iei = 0とすると、これ

をMq/qMq へ移すと {e1, · · · , en}は基底をなすので、係数=0、すなわち a′i ∈ q
であり、a′i = aih

t より ai ∈ qとなる。

Ah ⊇ q : prime ideal⇔ h 6∈ q⇔ q ∈ D(h)

から

N(Ah) =
⋂

q⊆Ah

q =
⋂

q∈D(h)

q 3 ai

となるが、X が reducedなので N(Ah) = (N(A))h = 0より ai = 0、すなわち
{e1, · · · , en}は基底をなす。(∵終)
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従ってMhは free、すなわちMh = Anhであるが、Corollary 5.5から M̃h = Ãnh
となる。

M̃ |D(h) = M̃h = Ãnh = OnD(h)

において、x = p ∈ D(h)だったので、F = M̃ は locally freeである。

2.5.9

(a) 118頁の定義に述べてあるように、m ∈Mdは自然に global section m/1 ∈
Γ(X, M̃(d))を与えるので4、

M → Γ∗M̃ = ⊕d∈ZΓ(X, M̃(d))

が存在する。

(b) Example 4.8.1からX = ProjS は projective over Aである。
F = M̃, N = Γ∗F とする。N =M とは限らないが、Proposition 5.15より

Ñ = M̃ なので

M ′ ↪→ N ⇒ M̃ ′ ↪→ Ñ = M̃ ⇒ M̃ ′(n) ↪→ F (n)

であり、Theorem 5.19の証明をなぞることができ、M は有限生成 A-moduleと
してよい。以下、断らない限り系列は exactである。

0→M i−1 →M i →M i/M i−1 → 0 (22)

⇒ 0→M i−1
d →M i

d → (M i/M i−1)d → 0 (23)

一方、Projの場合でも funtor ∼ は exact性を保存するので5、式 (22)より

0→ M̃ i−1 → M̃ i → (M i/M i−1)∼ → 0

⇒ 0→ M̃ i−1(n)→ M̃ i(n)→ (M i/M i−1)∼(n)→ 0

⇒ 0→ Γ(X, M̃ i−1(n))→ Γ(X, M̃ i(n))→ Γ(X, (M i/M i−1)∼(n)) (24)

となる。
一般に ϕ :M → N に対して

Md 3 md
� //

_

��

ϕ(md) ∈ Nd_

��
Γ(X, M̃(d)) 3 md/1

� // ϕ(md)/1 ∈ Γ(X, Ñ(d))

4M(d)0 は d 次の元からなるため、Md → Γ(X, M̃(d)) は次数を保存する morphism である。
5Exact 系列について

L → M → N ⇒ Lp → Mp → Np ⇒ L(p) → M(p) → N(p) ⇒ L̃p → M̃p → Ñp ⇒ L̃ → M̃ → Ñ
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は可換なので、式 (23), (24)より

0

��

0

��

0

��
kerα //

��

kerβ //

��

ker γ

��

~~

M i−1
d

//

α

��

M i
d

//

β

��

(M i/M i−1)d //

γ

��

0

0 // Γ(X, M̃ i−1(d)) //

��

Γ(X, M̃ i(d)) //

��

Γ(X, (M i/M i−1)∼(d))

��
cokerα //

��

cokerβ //

��

coker γ

��
0 0 0

を得る。(a)からα, β γは存在する。行、列は全て exactであり、また snake lemma
から

kerα→ kerβ → ker γ → cokerα→ cokerβ → coker γ

も exactである。
ここで γが isomorphismなら βも isomorphismとなる。(∵) γ: isomorphism

より ker γ = 0, coker γ = 0、また帰納法の仮定から α も isomorphism ゆえ
kerα = 0, cokerα = 0である。よって

0→ kerβ → 0 : exact

0→ cokerβ → 0 : exact

となり、β は全単射である。(∵終)
以上により γ が isomorphismであることを示せばよい。これはM i/M i−1 =

(S/pi)(ni)から

(M i/M i−1)d = (S/pi)(ni)d = (S/pi)ni+d

Γ(X, (M i/M i−1)∼(d)) = Γ(X, ((S/pi)(ni)
∼(d)) = Γ(X, (S/pi)

∼(ni + d))

なので、Theorem 5.19の記法に従えば Sn = S′
n を示すことになる。

Theorem 5.19証明の最後にある通り S′は有限生成 S-moduleなので、生成元
を {s′i}i∈I , |I| < ∞とすると、s′i ∈ S′ から、証明にあるように S≥ni

s′i ⊆ S≥ni

が成り立つ。ここで d0 = maxi{deg s′i + ni}とおけば S′
≥d0 ⊆ S≥d0 となる。
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一方、S′ ⊇ S だったので、結局

S′
n = Sn, n ≥ d0

が成立する。

(c) Cqfgを quasi-finitely generated S-modules modulo ≈のカテゴリー、Ccoh
を coherent OX -moduleのカテゴリーとする。

α : Cqfg → Ccoh, M 7→ M̃

β : Ccoh → Cqfg, F 7→ Γ∗F

が定義できることを示す。
M ∈ Cqfg とすると σ : M≥d

∼→ M ′
≥d, ∃M ′: finitely generated S-moduleで

ある。
まず ϕ : M̃ → M̃ ′ を次のように定義する。開集合 U ⊆ X に対し、p ∈ U と

すると f 6∈ pとなる生成元 f ∈ S1 が存在するので

s ∈ M̃(U) ⇒ sp = m/t = mfd/(tfd)
∼7→ m′/(tfd) ∈ M̃ ′(U), t 6∈ p (25)

が得られるが、ここでもし f 6∈ pでなく別の g 6∈ pを用いたとすると

gdσ(fdm) = σ(gdfdm) = fdσ(gdm)⇒ σ(mfd)/tfd = σ(mgd)/tgd

が成り立つので、ϕ(U) : M̃(U) ↪→ M̃ ′(U)は well-defineに定義できる。
ϕは制限写像と compatibleなので sheaf morphismである ((∵) s 7→ s′に対し

て f 6∈ p ∈ V ⊆ U は s|V 7→ s′|V にも使えるので、s|V 7→ s′|V と s 7→ s′ は V で
等しい)。
同様に sheaf morphism ψ : M̃ ′ ↪→ M̃ も存在し、ψϕ = idM̃ , ϕψ = idM̃ ′ なの

で M̃
∼
= M̃ ′ を得る。

なお、式 (25)と同様にして

M ≈ N ⇒ M̃
∼
= Ñ

となるので、α : Cqfg → Ccoh が定義できる。
次に、F を coherentとすると、Theorem 5.19の証明からF = M̃ となる有

限生成 S-moduleが存在する。(b)より Γ∗F = Γ∗M̃ ≈M ゆえ Γ∗F ∈ Cqfg とな
るので、β : Ccoh → Cqfg, F 7→ Γ∗F が存在する。

(b)より Γ∗M̃ ≈ M なので βα = idCqfg
である。一方 Proposition 5.15より

(Γ∗F )∼ = F なので αβ = idCcoh
である。従って Cqfg と Ccoh は同値となる。

2.5.10

(a) S = A[x0, · · · , xr]を A上多項式環、I をその斉次イデアルとする。

s ∈ I ⇒ xni
i s ∈ I ⇒ fxni

i s = xni
i fs ∈ I, f ∈ S ⇒ fs ∈ I
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s, t ∈ I ⇒ xni
i s, x

mi
i s ∈ I ⇒ xni+mi

i (s+ t) = xmi
i xni

i s+ xni
i x

mi
i t ∈ I

⇒ s+ t ∈ I

より I はイデアルである。また

s = ⊕d≥0sd ∈ I ⇒ xni
i s = xni

i ⊕d≥0 sd = ⊕d≥0x
ni
i sd ∈ I

において、xni
i sd は斉次ゆえ xni

i sd ∈ I ⇒ sd ∈ I となることから、I は斉次イデ
アルである。

(b) Closed subscheme Y ⊆ XとIY = Ĩは 1対 1に対応している (Proposition
5.9)。従って

Ĩ1 = Ĩ2 ⇔ I1 = I2

を示せばよい。
(⇒) 斉次元 sに対し ds = deg sとおくと

s ∈ I1 ⇒ t := xni
i s ∈ I

1 ⇒ s/1 = t/xni
i ∈ I

1
xi
⇒ s/xdsi ∈ I

1
(xi)

ここで、

I1(xi)
= Ĩ1|D+(xi) = Ĩ2|D+(xi) = I2(xi)

から

s/xdsi ∈ I
2
(xi)
⇒ s/xdsi = r/xdri , r ∈ I

2 ⇒ xni s = xmi r ∈ I2 ⇒ s ∈ I2

となり I1 = I2 が成り立つ。
(⇐) まず、I(xi) = I(xi) を示す。実際

s/xdsi ∈ I(xi), s ∈ I ⇒ xni
i s ∈ I ⇒ s/xdsi ∈ I(xi)

である。
すると

Ĩ|D+(xi) = (I(xi))
∼ = (I(xi))

∼ = Ĩ|D+(xi)

であり、I ↪→ I ⇒ Ĩ ↪→ Ĩ と合わせて (Exercise II.5.9(b)の解答の脚注)、Ĩ = Ĩ
を得る。

従って

I1 = I2 ⇒ Ĩ1 = Ĩ1 = Ĩ2 = Ĩ2

が成り立つ。
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(c) Closed subscheme Y ⊆ X に対して I = Γ∗IY とすると Ĩ = IY である
(Proposition 5.9よりIY は quasi-coherent)。

s ∈ I ⊆ S ⇒ t := xni
i s ∈ I ⇒ s/1 = t/xni

i ∈ Ixi

において、ds = deg sとすると

s/1 ∈ I(ds)(xi) = I(ds)
∼
(D+(xi))

⇒ s ∈ I(ds)∼(X) ⊆ Γ∗Ĩ = Γ∗IY = I

より、I = I となるので、I = Γ∗IY は saturatedである。

Y に対応する idealを J とすると、

J ⊆ J (b)
= I = I

から Γ∗IY は Y に対応するmax idealである。

(d) S の saturated homogeneous ideal I に対し X = ProjS の closed sub-
scheme Y = ProjS/I が得られる (Exercise II.3.12(b))。
ここで、前述の (c)から Γ∗IY は Y を定義する saturated homogeneous ideal

なので、この対応は全射である。
また、(b)よりそのような saturated homogeneous idealは一つなので、単射

でもある。

2.5.11

S ×A T は graded ringで、deg(Sd ⊗A Td) = dであり、deg f = deg g = dの
とき deg(f ⊗A g) = dである。

(i) Proj(S ×A T ) = X ×A Y の証明
Proj(S ×A T )は D+(f ⊗ g), deg f = deg g ≥ 1, f ∈ S, g ∈ T でカバーされ

る。実際、S ×A T = ⊕d≥0(Sd ⊗A Td)は f ⊗ gで生成されるので、もしカバーで
きなくて p 3 f ⊗ g, deg f = deg g ≥ 1,∀f ∈ S,∀g ∈ T となる pが存在したとす
ると、p ⊇ (S ×A T )+ となってしまうからである。
まず、deg f = deg g = d ≥ 1, f ∈ S, g ∈ T に対し、

S(f) ⊗A T(g)
∼→ (S ×A T )(f⊗g)

s/fn ⊗ t/gm 7→ (fms⊗ gnt)/(f ⊗ g)n+m, deg s = dn,deg t = dm (26)

を示す。
(well-define性)

(S(f), T(g))→ (S ×A T )(f⊗g), (s/fn, t/gm) 7→ (fms⊗ gnt)/(f ⊗ g)n+m
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は

s′/fn
′
= s/fn ⇒ fn+is′ = fn

′+is, t′/gm
′
= t/gm ⇒ gm+jt′ = gm

′+jt

に対して

(fms⊗ gnt)(f ⊗ g)n
′+m′+i+j = (fm

′
s′ ⊗ gn

′
t′)(f ⊗ g)n+m+i+j

となることから、

(fms⊗ gnt)/(f ⊗ g)n+m = (fm
′
s′ ⊗ gn

′
t′)/(f ⊗ g)n

′+m′

が得られるので well-defineである。
双線形でもあるので、式 (26)は well-defineとなる。

(全射性)
(s⊗t)/(f⊗g)n ∈ (S×AT )(f⊗g), deg s = deg t = dnに対しては s/fn⊗t/gn ∈

S(f) ⊗A T(g) が対応する。

(単射性)

(S×AT )(f⊗g) 3 (fms⊗gnt)/(f⊗g)n+m = 0⇒ (fms⊗gnt)(f⊗g)r = 0 at S×AT

よって、S×AT → S⊗T → Sf⊗TgからSf⊗Tgにおいて (fms/1⊗gnt/1)(f⊗g)r =
0であり、

(s/fn ⊗ t/gm)(f ⊗ g)n+m+r = (fms/1⊗ gnt/1)(f ⊗ g)r = 0

となる。f ⊗ gは Sf ⊗ Tg において単元なので s/fn ⊗ t/gm = 0である。s/fn ⊗
t/gm ∈ S(f) ⊗A T(g) なので、式 (26)は単射である。

以上により S(f) ⊗A T(g) = (S ×A T )(f⊗g) が成立し

D+(f)×A D+(g) = D+(f ⊗ g)

を得る。これらを貼り合わせれば

X ×A Y = Proj(S ×A T )

を得る。なお、φ : D+(f)×A D+(g)→ D+(f ⊗ g)と φ′ : D+(f
′)×A D+(g

′)→
D+(f

′⊗ g′)のD+(ff
′)×AD+(gg

′)→ D+(ff
′⊗ gg′)への制限が一致するので、

貼り合わせは可能となる。

(ii) OProj(S×AT )(1) = p∗1OX(1)⊗X×Y p
∗
2OY (1)の証明

OX×Y (D+(f ⊗ g)) = (S ×A T )(f⊗g)

p−1
1 OX(D+(f⊗g)) = lim

W⊇p1(D+(f)×D+(g))
OX(W ) = lim

W⊇D+(f)
OX(W ) = S(f)
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p−1
2 OY (D+(f ⊗ g)) = T(g)

p−1
1 OX(1)(D+(f ⊗ g)) = S(1)(f)

p−1
2 OY (1)(D+(f ⊗ g)) = T (1)(g)

を用いて得られる

p∗1OX(1)⊗OX×Y
p∗2OY (1)

= p−1
1 OX(1)⊗p−1

1 OX
OX×Y ⊗OX×Y

p−1
2 OY (1)⊗p−1

2 OY
OX×Y

= p−1
1 OX(1)⊗p−1

1 OX
p−1
2 OY (1)⊗p−1

2 OY
OX×Y

をD+(f ⊗ g)に作用させると、

p∗1OX(1)(D+(f ⊗ g))⊗OX×Y (D+(f⊗g)) p
∗
2OY (1)(D+(f ⊗ g))

= S(1)(f) ⊗S(f)
T (1)(g) ⊗T(g)

(S ×A T )(f⊗g)
となる。
これがOProj(S×AT )(1)(D+(f ⊗ g)) = (S ×A T )(1)(f⊗g)と等しいことを示す。

(∵)

S(1)(f) ⊗S(f)
T (1)(g) ⊗T(g)

(S ×A T )(f⊗g)
∼→ (S ×A T )(1)(f⊗g)

s/fn ⊗ t/gn ⊗ ((s′ ⊗ t′)/(f ⊗ g)n) =7→ (ss′ ⊗ tt′)/(f ⊗ g)2n

deg f = deg g = d, deg s = deg t = nd+ 1, deg s′ = deg t′ = nd

実際、Sf ⊗ Tg において (s⊗ t)/(f ⊗ g)n = s/fn ⊗ t/gn なので

s/fn ⊗ t/gn ⊗ ((s′ ⊗ t′)/(f ⊗ g)n) = (s⊗ t)/(f ⊗ g)n ⊗ ((s′ ⊗ t′)/(f ⊗ g)n)

= (ss′ ⊗ tt′)/(f ⊗ g)2n

であり、これらは S(1)(f) ⊗ T (1)(g) = (S ×A T )(1)(f⊗g)(← 式 (26)から導出)に
属す。
また、(s⊗ t)/(f ⊗ g)n ∈ (S×A T )(1)(f⊗g)に対しては deg s = deg t = nd+1

なので s/fn⊗ t/gn⊗1 = s/fn⊗ t/gn⊗ (fn⊗ gn)/(f ⊗ g)nを対応させればよく、

s/fn⊗ t/gn⊗ (fn⊗gn)/(f ⊗g)n =7→ (fns⊗gnt)/(f ⊗g)2n = (s⊗ t)/(f ⊗g)n

となる。(∵終)
従って、

(p∗1OX(1)⊗OX×Y
p∗2OY (1))pre(D+(f ⊗ g)) = OProj(S×AT )(1)(D+(f ⊗ g))

であり、やはり貼り合わせ可能なので

(p∗1OX(1)⊗OX×Y
p∗2OY (1))pre = OProj(S×AT )(1)
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が得られる。よって、左辺の pre-sheafは sheafとなり

p∗1OX(1)⊗OX×Y
p∗2OY (1) = OProj(S×AT )(1)

を得る。

(iii) A[X0, · · · , Xr] → S が全射なので、Exercise II.3.12(a) から closed im-
mersion (projective embedding)

X = ProjS ↪→ Pr
A = ProjA[X0, · · · , Xr]

が存在する。

A[Z0,0, · · · , Zr,s] ↠ ⊕d≥0A[X0, · · · , Xr]d ⊗A A[Y0, · · · , Yr]d

⇒ Pr
A ×A Ps

A ↪→ PN
A

{xi⊗Ayj}i,jはS×ATの生成元なので、全射A[X0, · · · , Xr]⊗AA[Y0, · · · , Yr] ↠
S ×A T が存在することから

Proj (S ×A T )
∼
= X ×A Y ↪→ Pr

A ×A Ps
A ↪→ PN

A

を得る。

2.5.12

(a) Immersion i : X → Pr
Y , j : X → Ps

Y に対しL
∼
= i∗O(1), M

∼
= j∗O(1)

とする。
PN
Y

Pr
Y ×Y Ps

Y

p1

yyttt
ttt

ttt
t

ψ

OO

p2

%%JJ
JJJ

JJJ
JJ

Pr
Y

%%KK
KKK

KKK
KKK

X

φ

OO

ioo j //

��

Ps
Y

yysss
sss

sss
ss

Y

Fiber productの U.P.から i = p1ϕ, j = p2ϕとなる。
ψ : Pr

Y ×Y Ps
Y → PN

Y は closed immersionである。実際、closed immersion
は local propertyなので (Exercise 2.4.3の証明における性質 2)、Y = SpecBとす
ると、B[z00, · · · , zrs] ↠ B[x0, · · · , xr]×Z B[y0, · · · , ys]は全射ゆえ、ψは closed
immersionである (Exercise II.3.12(a))。

L ⊗OX
M = i∗OPr

Y
(1)⊗OX

j∗OPs
Y
(1)
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(29)
= ϕ∗p∗1OPr

Y
(1)⊗OX

ϕ∗p∗2OPs
Y
(1)

(28)
= ϕ∗(p∗1OPr

Y
(1)⊗OPr

Y
×Ps

Y
p∗2OPs

Y
(1))

Exe.5.11
= ϕ∗OPr

Y ×Ps
Y
(1)

Prop.5.12(c)
= ϕ∗ψ∗OPN

Y
(1) = (ψϕ)∗OPN

Y
(1) (27)

[Proposition 5.12(c)の適用について]
Y は schemeなので、まず Y = SpecB とする。Pr

Y ×Y Ps
Y → PN

Y に対応す
る ring homomorphismは

B[· · · zij · · · ]→ B[· · ·xiyj · · · ] = B[· · ·xi · · · ]×B B[· · · yj · · · ]

より全射である。従って Exercise II.3.12(a)から U = Pr
Y ×Y Ps

Y であり (Pr
Y ×

Ps
Y = Proj (B[· · ·xi · · · ] ×B B[· · · yj · · · ])に注意)、ψ∗OPN

Y
(1) = OPr

Y ×Y Ps
Y
(1)

となる。
一般の Y に対しては、V = SpecBをPN

Y のカバーの一つとし、W = ψ−1(V )

とすると、式 (11)より (ψ∗OPN
Y
(1))|W = ψ

∗
(OPN

Y
(1)|V )となり、今示した localな

結果からこれはOPr
Y ×Ps

Y
(1)|W に等しい。よって (ψ∗OPN

Y
(1))|W = OPr

Y ×Y Ps
Y
(1)|W

となり、この結果を張り合わせれば、

ψ∗OPN
Y
(1) = OPr

Y ×Y Ps
Y
(1)

を得る。
Immersion i, j に対し、次の性質 9より ϕ = i× jは immersionである。ψは

closed immersionゆえ、ψϕは immersion、よって式 (27)よりL ⊗OX
M は very

ampleである。

性質 6. f : X → Y に対し

f∗(F ⊗OY
G ) = f∗F ⊗OX

f∗G (28)

(証明) 性質 3より

f∗(F⊗OY
G ) = f−1(F⊗OY

G )⊗f−1OY
OX = f−1F⊗f−1OY

f−1G⊗f−1OY
OX

= f−1F ⊗f−1OY
OX ⊗OX

f−1G ⊗f−1OY
OX = f∗F ⊗OX

f∗G

性質 7. X
g→ Y

f→ Z と Z 上の sheaf F に対し

(fg)∗F = g∗f∗F (29)

(fg)−1F = g−1f−1F (30)

(証明) 先に式 (30)を示す。
まず

F (W )
ρWW ′ //

µU
W

��

F (W ′)

µU′
W ′

��
f−1F (V ) = lim

W⊇f(V )
F (W )

ρ′
V V ′ // lim

W ′⊇f(V ′)
F (W ′) = f−1F (V )

(31)
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は可換である。実際、[1], Exercise 2.14の記法を用いれば

Mi

µij //

µi

��

µ′
i

$$I
II

II
II

II
Mj

µ′
j

��
M/ ∼

φ // M ′/ ≈

(32)

において、M = ⊕i∈IMi,M
′ = ⊕i∈I′Mi, I ⊆ I ′のとき、M,M ′の同値関係∼,≈

は、任意の i, j に対し xi と µijxi を同一視する同値関係なので、x ∼ y ⇒ x ≈ y
の関係にある。よって、µ′

i = µ′
jµij , ϕµi = µ′

i が成り立つので、ϕµi = µ′
jµij よ

り、可換となる。
次に

F (W )

νV
W

��

µU
W

++WWWW
WWWWW

WWWWW
WWWWW

WWWWW
W

lim
W⊇f(V )

F (W ) = f−1F (V )

λU
V

��

∃!ψU
V // lim

W⊇fg(U)
F (W ) = (fg)−1F (U)

lim
V⊇g(U)

(f−1F )(V ) = g−1f−1F (U)

∃!ψU

33hhhhhhhhhhhhhhhhhh

において、順極限の U.P.から µUW = ψUV ν
V
W となる ψUV が存在する。

この ψUV は ψUV = ψUV ′ρ1V V ′ を満たす (ρ1V V ′ : f−1F (V ) → f−1F (V ′) は制
限写像、下図式参照)。なぜなら、順極限の上図式 (32)の ϕµi = µ′

i に相当する
ρ1V V ′νVW = νV

′

W が成り立ち、また µUW = ψUV ν
V
W = ψUV ′νV

′

W = (ψUV ′ρ1V V ′)νVW から、
順極限の U.P.における一意性より ψUV = ψUV ′ρ1V V ′ だからである。
よって、やはり順極限の U.P.から ψUV = ∃!ψUλUV を満たす

ψU : g−1f−1F (U)→ (fg)−1F (U)

が存在する。
このとき、ψ : g−1f−1F → (fg)−1F が sheaf morphism(制限写像と compat-

ible)であることを示す。

F (W )

νV ′
W

,,YYYYY
YYYYYY

YYYYYY
YYYYYY

YYYYYY
YYYYY

νV
W

�� µU
W

  A
AA

AA
AA

AA
AA

AA
AA

AA
AA

ρWW ′ // F (W ′)

νV ′
W ′

��
µU′
W ′

  B
BB

BB
BB

BB
BB

BB
BB

BB
BB

B

f−1F (V )

λU
V

��

ρ1
V V ′ //

ψU
V ''PP

PPP
PPP

PPP
P

f−1F (V ′)

λU′
V ′

��

ψU′
V ′ ((PP

PPP
PPP

PPP
P

(fg)−1F (U)
ρ3
UU′ // (fg)−1F (U ′)

g−1f−1F (U)

ψU
77nnnnnnnnnnnn

ρ2
UU′ // g−1f−1F (U ′)

ψU′

66nnnnnnnnnnnn

66nnnnnnnnnnnn
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において、図式 (31)を適用すると、

νV
′

W ′ρWW ′ = ρ1V V ′νVW

µU
′

W ′ρWW ′ = ρ3UU ′µUW

λU
′

V ′ρ1V V ′ = ρ2UU ′λUV

が得られる。これらと、既に得られた

µUW = ψUV ν
V
W

ψUV = ψUλUV

µU
′

W ′ = ψU
′

V ′νV
′

W ′

ψU
′

V ′ = ψU
′
λU

′

V ′

を用いれば、まず

ψU
′

V ′ρ1V V ′νVW = ρ3UU ′ψUV ν
V
W

となるが、このとき ∀a ∈ f−1F (V )に対しては a = νVW (b)となるW, bが存在す
るので ([1], Exercise 2.15)

ψU
′

V ′ρ1V V ′ = ρ3UU ′ψUV

が成り立つ。すると、これらの可換式から

ρ3UU ′ψUλUV = ψU
′
ρ2UU ′λUV

が成立するが、同様の論法により

ρ3UU ′ψU = ψU
′
ρ2UU ′

を得る。よって

g−1f−1F → (fg)−1F

は sheaf morphismである。

一方、∀x ∈ X に対して

(g−1f−1F )x = (f−1F )g(x) = Ffg(x) = ((fg)−1F )x

なので、式 (30)が成立する。

これを用いると

g∗f∗F = g−1(f∗F )⊗g−1OY
OX = g−1(f−1F ⊗f−1OZ

OY )⊗g−1OY
OX

= g−1f−1F ⊗g−1f−1OZ
g−1OY ⊗g−1OY

OX = (fg)−1F ⊗(fg)−1OZ
OX

= (fg)∗F

が成り立つ。
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性質 8. Immersionは stable under base changeである。

(証明) 下図式はX ×U (U ×S Y ) = X ×S Y ゆえ fiber productの合成である
が、open immersion(o.i.)と closed immersion(c.i.)は base changeで保存される
ので、それらの合成も base changeで保存される。

X ×S Y

{{ww
ww
ww
ww
w

o.i.

&&LL
LLL

LLL
LL

X

o.i.

##H
HH

HH
HH

HH
H U ×S Y

xxrrr
rrr

rrr
rr

c.i.

##G
GG

GG
GG

GG

U

c.i.

&&MM
MMM

MMM
MMM

M Y

{{vvv
vv
vv
vv
v

S

性質 9. Immersionの productは immersionである。

(証明) 性質 8より immersionは stable under base changeである。
i : Z → Y, j : Y → X を immersion とすると、開集合 V ⊆ Y に対して、

i(Z) = C ∩ V, Y ⊇ C: closed であり、j は像への位相同型なので j(i(Z)) =
j(C) ∩ j(V ) ⊆ X, j(C): closed, j(V ): openから jiは immersionである (The
Stacks project Lemma 26.24.3)。
以上により Exercise II.4.8の前提 (a)-(c)を満たすので、(d)から immersion

の productは immersionである。

(b) 記法上 Scheme Z は整数環 Zと混同しやすいので、ここでは Z をW に
変える。×SpecZ, P

r
SpecZ 等は明らかな場合は単に ×, Pr 等と記す。

X
f //

i

��

φ

��

Y
g

''
j ''NN

NNN
NNN

NNN
NN

Pr
Y

α

EE

1×j
//

1×g
��

Pr
W ×W Ps

W

q1
yysss

sss
sss

s
ψ×1

��

q2
// Ps

W

β // W

����
��
��
��
��
��
��
��

Pr
W PN

W

γ

44jjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjj

��
PN // SpecZ

ここで、ψ : Pr ×Ps → PN , N = rs+ r+ sは Segre embeddingである。ま
た、Pr

W ×W Ps
W = Pr ×Ps

W に注意すると、例えば、

1× j : Pr
Y → Pr

W ×W Ps
W
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が存在する。ϕ := (1× j)iとする。

f = αi, g = βj

1× j, ϕにおける fiber productの Universal Propertyから

q2(1× j) = jα

q1ϕ = (1× g)i

ψ : Pr×ZP
s ↪→ PN を Segre embeddingとすると、ψ×1における fiber product

の Universal Propertyから

γ(ψ × 1) = βq2

となる。

gf = βjαi = βq2(1× j)i = γ(ψ × 1)(1× j)i

であり、ι := (ψ × 1)(1× j)iは immersionである。
式 (27)の最後の ϕ∗OPr

Y ×Ps
Y
(1) = (ψϕ)∗OPN

Y
(1)に相当する等式を用いると

ϕ∗OPr
W×WPs

W
(1) = ι∗OPN

W
(1)

であるが、一方

ϕ∗OPr
W×WPs

W
(1) = ϕ∗(q∗1OPr

W
(1)⊗OPr

W
×W Ps

W
q∗2OPs

W
(1))

= i∗(1×g)∗OPr
W
(1)⊗OX

f∗j∗OPs
W
(1)

%
= i∗OPr

Y
(1)⊗OX

f∗M = L ⊗OX
f∗M

より

L ⊗OX
f∗M = ι∗OPN

W
(1)

が得られる。なお、%
=は次の性質 10による。

性質 10. f : X → Y, X, Y : schemeに対し、

(1× f)∗OPr
Y
(1) = OPr

X
(1)

である。

(証明) X,Y は affineとしてよいので (この場合を証明できれば、(a)の証明
における [Proposition 5.12(c) の適用について] と同様、貼り付け可能)、X =
SpecA, Y = SpecB とする。

f に対応するmorphismを ϕ : B → Aとおくと

1⊗ϕ : Z[x0, · · · , xr]⊗B = B[x0, · · · , xr]→ Z[x0, · · · , xr]⊗A = A[x0, · · · , xr]

が 1× f : Pr
X → Pr

Y に対応している。
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S := B[x0, · · · , xr], T := A[x0, · · · , xr]とすると S → T であり、T の prime
ideal pは

p ⊇ (1⊗ ϕ)(S+)⇔ p ⊇ T+

を満たす。実際、1 ⊗ ϕは次数を保存するので T+ ⊇ (1 ⊗ ϕ)(S+)から (⇐)は自
明であり、p ⊇ (1 ⊗ ϕ)(S+)ならば (1 ⊗ ϕ)(S+) 3 xi ゆえ p ⊇ T+ となるからで
ある。よって Exercise II.2.14における U は Pr

Y に等しく、Proposition 5.12(c)
から

(1× f)∗OPr
Y
(1) = OPr

X
(1)

を得る。

2.5.13

X = ProjS, Y = ProjS(d) とおく。
f ∈ Sd とすると

S(f) = S
(d)
(f), s/f

i ↔ s/f i (33)

より

ProjS|DX
+ (f) = S̃|DX

+ (f) = S̃(f) = S̃
(d)
(f) = S̃(d)|DY

+ (f) = ProjS(d)|DY
+ (f)

を満たすので (Proposition 5.5)、DX
+ (f) = DY

+(f), f ∈ Sd である。よって、こ
れらは貼り合わせられるので、X = Y、すなわち

ProjS = ProjS(d)

を得る。
さらに、式 (33)と同様にして S(d)(f) = S(d)(1)(f), f ∈ Sd が得られ

OX(d)|DX
+ (f) = S̃(d)(f) =

˜S(d)(1)(f) = OY (1)|DY
+ (f)

となるが、これも貼り合わせ可能なので、

OX(d) = OY (1)

が成り立つ。

2.5.14

Connected normal closed subscheme i : X ↪→ Y = Pr
kに対応してk[x0, · · · , xr] ↠

k[x0, · · · , xr]/I, I = Γ∗IX が存在する (Corollary 5.16)。
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(a) X が normalゆえ Ox = S(x) は integralである。
S(x) が integralならば S(d)(x) も integralである。

(∵) x = pとし、S(d)(x) において

f

s
· g
t
= 0, f, g ∈ p, s, t 6∈ p, deg s = deg f − d,deg t = deg g − d

とする。S(x), S(d)(x) は Sx の部分環なので、S(x), S(d)(x) の演算は Sx の演算
で考えてもよい。

xi 6∈ pとなる xi が存在するので (でないと p ⊇ S+ となってしまう)、

f

s
· g
t
= 0⇒ f

s
· g
t
· 1

xdi
= 0⇒ f

sxdi
· g
txdi

= 0

であるが、S(x) は integralなので、f/(sxdi ), g/(txdi )のいずれかは 0であり、一
般性を失うことなく f/(sxdi ) = 0とする。すると、

f

s
=

f

sxdi
· x

d
i

1
= 0

となり、S(d)(x) は integralとなる。(∵終)

次に ⋂
max m⊆S(d)

S(d)(m) = Sd (34)

を示す。
(∵) まず、⋂

max m⊆S(d)

S(d)(m) ⊆ S(d) (35)

となる。なぜなら、g ∈
⋂

m S(d)(m) に対し

I = {a ∈ S(d)|ag ∈ S(d)}

は S(d)の idealであり、もし I ⊆ ∃mとすると、

g = b/t, b ∈ S(d), t ∈ S(d)−m⇒ gtt′ = bt′ ∈ S(d), t′ ∈ S(d)−m⇒ tt′ ∈ I ⊆ m

となって矛盾なので、

I = S(d)⇒ 1 ∈ I ⇒ 1g = g ∈ S(d)

となるからである。
式 (35)の左辺は d次なので、

⋂
m S(d)(m) ⊆ Sd である。一方、Sd ⊆ S(d)(m)

から、Sd ⊆
⋂

m S(d)(m)、よって⋂
max m⊆S(d)

S(d)(m) = Sd

34



となる。(∵終)

式 (34)において、既に示したように S(d)(m)は integralなので、Sdも integral
となる。
任意の dに対し Sd が integralのとき、S も integralとなる。

(∵) fg = 0となる f 6= 0, g 6= 0が存在すると仮定して、deg f +deg gが最小とな
るものをとる (整域性の判定には斉次元 f, gを用いれば十分であるのは、graded
ringの斉次 prime idealの判定と全く同様である)。
もし deg f = deg gとするとSdeg f の整域性に反するので、d = deg g−deg f >

0である。このとき、Sd = 0とすると S≥d = 0となり、g 6= 0に反する。よって
Sd 3 y 6= 0となる yが存在し、yf ·g = 0が得られる。Sdeg gの整域性から yf = 0
となるが、これは deg f + deg gの最小性に反する。
以上により S は整域である。(∵終)

S′ = ⊕n≥0Γ(X,OX(n)) = S̃ (S の整閉包)を示す。
x = p ∈ X = ProjS に対して、f 6∈ p, f ∈ S とすると f は S(p) 上超越的

である。実際、
∑
i aif

i = 0, ai ∈ S(p) とすると deg ai = 0より次数の比較から
aif

i = 0となり S は整域ゆえ ai = 0である。
f ∈ S1 とすると

Sp = ⊕iS(p)f
i = S(p)[f ] (36)

と書けるが (a ∈ Sd ⇒ a = (a/fd)fd, (a/fd) ∈ S(p))、X が normalなので S(p)

は整閉、すると次の性質 11より Sp も整閉となる。
このとき、S = ⊕n≥0OX(n)に対し、Sp も整閉である。なぜなら

Sp = ⊕n≥0OX(n)p = ⊕n≥0S(n)(p) = {f/g|deg f ≥ deg g, f, g ∈ S, g 6∈ p} ⊆ Sp

において、a ∈ FracSp = FracSpがSp上整とすると、当然に Sp上整でもある。
Sp は整閉なので、a ∈ Sp となる。aはSp 上整なので

am + bm−1a
m−1 + · · ·+ b0 = 0, bi ∈ Sp, b0 6= 0

であるが、ここでもし deg a < 0だと deg bi ≥ 0より次数比較から am = 0, m > 1
となり Sの整域性に反する。よって deg a ≥ 0から a ∈ Spが得られ、Spは整閉
となる (S は normal)。

S′ = Γ(X,S )が整閉となることを示す。
(∵) まず、X = ProjS =

⋃
f D+(f)に対し、

R := S (D+(f)) = ⊕n≥0S(n)(f) [⊇ S(f)]

が整閉であることを示すために、x ∈ FracRが R上整とする。

J = {y ∈ R|xy ∈ R}

は idealをなすが、J ⊆ p ⊆ S(f) ⊆ Rとなる pが存在するとする。

Sp = ⊕n≥0S(n)(p) = (⊕n≥0S(n)(f))(p) = R(p)
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R上整 x ∈ FracR = FracR(p) に対し、R(p) [⊇ R]が整閉なので (S : normal)

x ∈ R(p) ∩ FracR⇒ x = a/s, a ∈ R, s 6∈ p⇒ tsx = ta, t 6∈ p

⇒ ts ∈ J ⊆ p

これは矛盾なので、J = S(f) ⇒ x ∈ Rとなり、Rは整閉をなす。
次に、一般に、X の affine open covering X =

⋃
U に対し、H (U)が整閉な

らばH (X)も整閉である:

sn+an−1s
n−1+ · · ·+a0 = 0, ai ∈H (X), s =

a

b
∈ FracH (X), a, b ∈H (X)

⇒ s|nU+an−1|Us|n−1
U +· · ·+a0|U = 0, ai|U ∈H (U), s|U =

a|U
b|U
∈ FracH (U)

⇒ s|U ∈H (U)⇒ s ∈H (X)

よって、S (X) = S′ はその商体において整閉である。(∵)終

Theorem 5.19の証明から S ⊆ S′ ⊆ S̃なので (Sが integralだから成立する)、

S̃ ⊆ S̃′ = S′ ⊆ ˜̃
S

$
= S̃ ⇒ S′ = S̃

を得る。ここで $
=は [1], Corollary 5.5による。同 Corollary 5.5から S̃は Sの整

閉なので、S′ は S の整閉である。

性質 11. R: 整閉⇔ R[x]: 整閉。従って、p 6⊇ S1 なら S(p): 整閉⇒ Sp: 整閉で
ある (式 (36)) 6。

(証明) (⇒) K = FracR, L = FracR[x] = FracK[x] = K(x)とおき、f(x) ∈
Lを R[x]上整とする。R[x] ⊆ K[x]より f(x)はK[x]上整でもあり、K[x]は整
閉なので f(x) ∈ K[x]となる。よって、K(x)における R[x]の整閉包は次式を満
たす。

R̃[x]
K(x)

⊆ K[x]

一方、[1], Exercise 5.9 において、A ⇐ R,B ⇐ K,C ⇐ A とおけば R[x] =

R̃[x]
K[x]
となるが、上式より R̃[x]

K(x)
= R̃[x]

K[x]
なので、

R[x] = R̃[x]
K(x)

から R[x]は整閉である。
(⇐) y ∈ FracR ⊆ FracR[x]が R上整とすると、y は R[x]上でも整となり、

R[x]上が整閉なので、

y ∈ R[x] ∩ FracR

6逆は無条件に成立する。
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すなわち y ∈ Rを得る。

p 6⊇ S1なら ∃f ∈ S1− pより式 (36)が成立し、S(p): 整閉⇒ Sp: 整閉となる。

(b) Exercise II.5.9(b)においてM = S とすると

Sd
∼
= Γ(X,O(d)) = S′

d, d ≥ d0

が得られる。

(c) 上記 (b)より

S′ ≈ S ⇒ S′
nd = Snd, ∀n > 0, d� 0

X は noetherian であり、k は代数的閉体、X → Spec k は proper なので
(Theorem 4.9)、Exercise 4.5(d)より Γ(X,OX) = kである。従って、S0 = k =
Γ(X,OX) = S′

0 となり、全ての n ≥ 0に対して S′
nd = Snd であり、S′(d) = S(d)

を得る。
ここで、一般に T が整閉ならば T (d) も整閉であることを示す。

(∵) x ∈ FracT (d) ⊆ FracT が T (d) 上整とする。すると、T (d) ⊆ T なので、xは
T 上整でもあり、x ∈ T̃ となる。T̃ = T なので、x ∈ T より

x ∈ T ∩FracT (d) ⇒ x = g/f, f, g ∈ T (d) T :integral
=⇒ g = xf, x ∈ T, f, g ∈ T (d)

となるが、次数比較から x ∈ T (d) を得る。従って T (d) は整閉である。(∵終)
よって、(a)から S′ が整閉なので、S′(d) も整閉、S(d) も整閉である。
Corollary 5.16から S は homogeneous coordinate ring k[x0, · · · , xr]/I なの

で、一般公式 T/I = (⊕nTn)/(⊕nIn) = ⊕n(Tn/In)より

S(d) = k[x0, · · · , xr](d)/I(d)

となり、

δ : k[y0, · · · , yN ]
σ↠ k[x0, · · · , xr](d)

ρ
↠ k[x0, · · · , xr](d)/I(d) = S(d)

⇒ X = ProjS(d) ↪→ Proj (k[x0, · · · , xr])(d) ↪→ PN
k

を得る。
ここで δ は全射ゆえ S(d) = k[y0, · · · , yN ]/ ker δ であるが、これは S(d) が

X ↪→ PN
k の homogeneous coordinate ringであることを示している。S(d) が整

閉なので、X ↪→ PN
k は projectively normalである。

(d) X が projectively normalとする。

ϕ : T = A[x0, · · · , xr] ↠ S = A[x0, · · · , xr]/I ↪→ S̃ = S′ (37)

において、S が整閉ゆえ S = S̃ なので、ϕ : T → S′ は全射となる。よって n次
部分比較から ϕn : Tn → S′

n = Γ(X,OX(n))も全射である。Proposition 5.13よ
り Tn = Γ(Pr

A,OPr
A
(n))なので

ϕn : Γ(Pr
A,OPr

A
(n)) ↠ Γ(X,OX(n))
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は全射となる。
一方、性質 12より任意の pに対し Op = S(p) が整閉ゆえ X は normalであ

る。

逆に、Xがnormalで、ϕn : Tn = Γ(Pr
A,OPr

A
(n)) ↠ Γ(X,OX(n)) = S′

n, n ≥
0が全射とする。
すると ϕ : T ↠ S → S′が全射となるので、S → S′は全射である。(a)で示し

たように、S ⊆ S′ = S̃なので、結局 S = S̃となり、Sは整閉、X は projectively
normalとなる。

性質 12. S が整閉ならば S(p) も整閉である。

(証明) x ∈ FracS(p) ⊆ FracS が S(p) 上整とする:

xn + dn−1/cn−1x
n−1 + · · ·+ d0/c0 = 0, deg ci = deg di, di ∈ S, ci ∈ S − p

⇒ (cx)n + dn−1
c

cn−1
(cx)n−1 + · · ·+ d0

c

c0
cn−1 = 0, c = cn−1 · · · c0 ∈ S − p

係数は di(c/ci)c
n−1−i ∈ Sなので、cx ∈ S̃ = Sであり (Sは整閉)、x ∈ Spと

なる。deg x = 0より x ∈ S(p) を得る。

2.5.15

(a) X = SpecA, F : quasi-coherentのとき、F = M̃, M : A-moduleとか
ける (Proposition 5.4)。

[1], Exercise 2.17より A-moduleは有限生成部分加群の順極限で与えられる:

M = lim
→
M i =

∑
i

M i =
⋃
i

M i

ここで、M i は有限生成 A加群でM i ⊇ M j , for i ≥ j であり、Aが noetherian
なのでM i も noetherian、F i := M̃ i は coherentである。
性質 13より (lim

→
M i)x = lim

→
M i
x, x ∈ X なので、

Fx =Mx = (lim
→
M i)x = lim

→
M i
x = lim

→
F i
x

$
= (lim

→
F i)x

ここで、 $
=は lim

→
F i
x = (lim

→
F i)prex = (lim

→
F i)x による。

Exercise II.1.10より lim
→

F i = lim
→
M̃ i → M̃ が存在し、

F = lim
→

F i =
⋃
i

F i

となる7。

7M i ⊇ Mj ⇒ F i ⊇ F j , for i ≥ j
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性質 13. A-module M、Ax-module N において、αi : M i → N が αi = αjµij

を満たすとすると ([1], Exercise 2.16の記法を利用)、

(lim
→
M i)x = lim

→
M i
x

(証明) 下図式において

M i

ρix

//

µi

��

αi

((
M i
x

αi
x

//

µi
x

��

N

lim
→
M i ρx //

α

JJ

(lim
→
M i)x

αx

;;xxxxxxxxxx

M i →M i
x における局所化の U.P.(Universal Property)から

αi = ∃!αix · ρix, (38)

lim
→
M i における順極限の U.P.から

αi = ∃!α · µi, (39)

(lim
→
M i)x における局所化の U.P.から

α = ∃!αx · ρx, (40)

準同型 µi の局所化 µix の性質より

ρxµ
i = µixρ

i
x

が成立する。
従って、αi = αµi = αxρxµ

i = (αxµ
i
x)ρ

i
x となるが、式 (38)の αix の一意性

から

αix = αxµ
i
x

が成立する。
αix = αxµ

i
x を満たす αx の一意性は、もし gが αix = gµix を満たすとすると、

αix = gµix ⇒ αixρ
i
x = gµixρ

i
x ⇒ αi = gρxµ

i

において式 (39)の αの一意性から α = gρx が得られ、さらに式 (40)の αx の一
意性から得られる g = αx による。
以上により、順極限の U.P.から (lim

→
M i)x = lim

→
M i
x が成り立つ。

(b) X = SpecA, A: noetherian, i : U ↪→ X, F : coherent on U する。
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X は quasi-compact なので、任意の open affine V ⊆ X に対し i−1(V ) も
quasi-compactで、iは quasi-compactとなる。Open immersion iは separated
なので、Proposition 5.8(c)から i∗F は quasi-coherentであり、

i∗F = M̃, M : A-module, M = lim
→
M i =

∑
i

M i =
⋃
i

M i

とできる。ここでM i は有限生成 A加群、F i := M̃ i は coherentである。
また

i∗F |U = F

である。なぜなら Exercise II.1.18から i∗F |U → F、

(i∗F |U )x = (i∗F )x = lim
x∈V

F (V ∩ U) = Fx, x ∈ U

だからである。
既に示したように U は quasi-compactなので、U =

⋃
f D(f)は有限個の和集

合である。D(f) = SpecAf において、Aが noetherianゆえ Af も noetherian、
よって U は locally noetherian、quasi-compactでもあり、noetherianとなる。

i∗F (D(f)) = F (i−1(D(f))) = F (D(f))

Corollary5.5
=⇒ i∗F |D(f) = F |D(f) ⇒ i∗F |U = F

において、F は coherentゆえF |D(f) も coherentなので (Proposition 5.4)、

i∗F |D(f)(D(f)) =Mf
#
= lim

→
M i
f

は有限生成 Af 加群である (
#
=は、性質 13)。

{M i
f}i∈I は順系なので、生成元を全て含むM i

f が存在するが、この iは f に
依存しないようにできる (X が有限個のD(f)で覆われるから)。よって

i∗F |D(f) = M̃ i|D(f) ⇒ i∗F |U = M̃ i|U

ここで、F ′ := M̃ iとすれば、これはX 上の coherent sheafであり、F ′|U = F
を満たす。

(c) Sheaf morphism ρを次のように定義する。

ρ : G → i∗G |U

ρ(V ) = ρV,U∩V : G (V )→ i∗G |U (V ) = G (U ∩ V )

s 7→ s|U∩V

このとき、F ′ := ρ−1i∗F は次の性質 14により G の subsheafである8。G が
quasi-coherentなので、Proposition 5.4からF ′[⊆ G ]も quasi-coherentとなる。

8ρ−1F とは (ρ−1F )(V ) = ρ−1
V,U∩V F (V ) のこと。

40



F ′|U = F は、V ⊆ U に対しF ′|U (V ) = ρ−1
V,V ∩V i∗F (V ) = F (V )による。

後は (b)と全く同様にして、F ′ は coherentとなる。

性質 14. Sheaf morphism ϕ : H → G において、F が G の subsheafならば
ϕ−1F はH の subsheafである。

(証明) Presheafとなるのは明らかである。Sheaf条件の (b)-(3)はH の sheaf
性から成り立つ。
以下 (b)-(4)を示す。
U =

⋃
i Vi, si ∈ ϕ−1

Vi
F (Vi), si|Vi∩Vj

= sj |Vi∩Vj
とする。H が sheaf で

si ∈H (Vi)より ∃s ∈H (U), s|Vi = si である。
一方、ϕVisi ∈ F (Vi)から

(ϕVisi)|Vi∩Vj = ϕVi∩Vjsi|Vi∩Vj = ϕVi∩Vjsj |Vi∩Vj = (ϕVjsj)|Vi∩Vj

なので、

∃t ∈ F (U), t|Vi
= ϕVi

si

である。

(ϕUs)|Vi
= ϕVi

s|Vi
= ϕVi

si = t|Vi

において、(b)-(3)の一意性から

ϕUs = t ∈ F (U)⇒ s ∈ ϕ−1
U F (U)

を得る。

(d) Xは quasi-compactなので、X = V1∪· · ·∪Vn, Vi : open affineとできる。
U1 = U ∩ V1は affine V1の openであり、G |V1

, F |U1
はそれぞれ quasi-coherent

と coherentである9。よって (c)を適用すれば、F ′ ⊆ G |V1
, F ′|U1

= F |U1
を満

たす V1 上の coherent sheaf F ′ が存在する。
F ′|U∩V1 = F |U∩V1 なので、F , F ′は U1 = U ∪ V1に貼り合せ拡大可能とな

り、それを coherent subsheaf F1 of G |U1 とする。F1|U = F , F1|V1 = F ′を満
たす。
以下同様にして、Fn ⊆ G , Fn|U = F となる X 上の coherent sheaf Fn が

構成できる。
なお、G := i∗F ⇒ F = G |U である。

(e) U における global section s ∈ F (U)で生成される sheafを G s := Õ(U)s
とおくと、

F (V ) ⊇ G s(V ) = OX(V )s|V 3 s|V (41)

9Proposition 5.4。Vi は D+(f) に取れ、M が有限生成なら M(f) も有限生成なので F |U1 は
coherent である。
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である。すると G s = Õ(U)sから G s は U 上 coherentとなるので、(d)より X
上の coherent G s′ が存在し、G s′|U = G s, G s′ ⊆ F を満たす。
このとき、G s′ ⊆ F から

⋃
s∈F(U) G s′ ⊆ F であるが、一方、式 (41)より

s ∈ G s(U) = G s′(U)なのでF (U) ⊆
⋃
s∈F(U) G s′(U)から

F (U) =
⋃

s∈F(U)

G s′(U)

となり、F は coherent subsheaf G s′ の unionである。

2.5.16

(a) 基底のサイズを求めればよい。F |U = O|⊕nU の基底を {x1, · · · , xn}とす
ると、

T r(F )|U = T r(F |U ) = T r(O|⊕nU ) = O|⊕nU ⊗ · · · ⊗ O|⊕nU

より T r(F )は locally free(基底を持つmodule)であり、基底のサイズは nr、

Sr(F )|U = Sr(F |U ) = Sr(O|⊕nU ) = O|⊕nU · · · O|
⊕n
U

より Sr(F )も locally freeであり、基底は {xi1 · · ·xir , i1 ≤ · · · ≤ ir}なので、基
底のサイズは nHr =

(
n+r−1
n−1

)
、

∧r(F )|U = ∧r(F |U ) = ∧r(O|⊕nU ) = O|⊕nU ∧ · · · ∧ O|⊕nU

より ∧r(F )も locally freeであり、基底は {xi1 ∧ · · · ∧ xir , i1 < · · · < ir}なの
で、基底のサイズは

(
n
r

)
となる。

(b) X の covering {U}に対しF |U = (OX |U )⊕n とすると、

∧nF |U = (OX |U )⊕n ∧ · · · ∧ (OX |U )⊕n ≈ OX |U

である。また、任意の開集合 V に対して

∧rF (V )⊗ ∧n−rF (V )→ ∧nF (V ), x⊗ y 7→ x ∧ y

なので

∧rF ⊗ ∧n−rF → ∧nF

である。
さて、開集合 V に対し、

∧rF (V )→ HomOX |V (∧
n−rF |V ,∧nF |V ), f → (g|W 7→ fW ∧g|W ), W ⊆ V

が定義できるので、

ϕ : ∧rF →H omOX
(∧n−rF ,∧nF )
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が存在する。
従って、後は

∧rF (U) ≈ HomOX|U (∧
n−rF |U ,∧nF |U )

を示せばよい。
σ ∈ HomOX |U (∧n−rF |U ,∧nF |U )とするとき、∧nF |U ≈ OX|Uよりσ(xir+1∧

· · · ∧ xin) ∈ OX|U なので、ψを

ψ(σ) = ⊕i1<···<irσ(xir+1 ∧ · · · ∧ xin)xi1 ∧ · · · ∧ xir

で定義する。ここで、{ir+1, · · · , in} = {1, · · · , n}−{i1, · · · , in}, ir+1 < · · · < in
である。
これは準同型 (moduleとして)であり、また単射でもある。実際、σ(xir+1∧· · ·∧

xin)|U = 0, ir+1 < · · · < inとすると σ(xir+1 ∧· · ·∧xin)|V = 0, V ⊆ U ⇒ σ = 0
となる。
さらに、⊕i1<···<irai1···irxi1 ∧ · · · ∧ xir ∈ ∧rF (U)に対しては、σを

σ(xir+1
∧· · ·∧xin) = ai1···ir (xi1∧· · ·∧xir )∧(xir+1

∧· · ·∧xin)[∈ ∧nF (U)] (42)

= ai1···ir [∈ OX(U)]

で定義すると、ψの定義から

ψ(σ) = ⊕i1<···<irσ(xir+1
∧· · ·∧xin)xi1∧· · ·∧xir = ⊕i1<···<irai1···irxi1∧· · ·∧xir

となり、全射である。
従って

∧rF (U) ≈ HomOX(U)(∧n−rF |U ,∧nF |U )

であり、かつ

∧rF →H omOX
(∧n−rF ,∧nF )

から

∧rF ≈H omOX
(∧n−rF ,∧nF )

が成り立つ。
一方

(∧n−rF )̌⊗ ∧nF ≈H omOX
(∧n−rF ,∧nF )

より (Exercise II.5.1(b))

∧rF ∼→ (∧n−rF )̌⊗ ∧nF

が成立する。
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n = 2, r = 1とするとF
∼→ F̌ ⊗ ∧2F が得られる。

(c) 本問は S(M)上なので「⊗」は本来「·」であるが、混同して用いられて
いる。

F p := SpF ′ ⊗ Sr−pF は SrF の subsheafである。任意の開集合 V ⊆ X に
対して、

F ppre(V ) = SpF ′(V )⊗ Sr−pF (V )
φ0−→ SpF ′(V )⊗ Sr−pF”(V )

が存在する (tensorの U.P.)。ここで、ϕ0 : F p+1
pre (V ) → 0となり10、sheaf化の

U.P.から ϕ0 : F p+1(V )→ 0すなわち F p+1(V ) ⊆ kerϕ0、quotientの U.P.から

F p(V )/F p+1(V )
φpre(V )−→ SpF ′(V )⊗ Sr−pF”(V )

が存在する。このmorphismは制限写像と compatibleなので、presheaf関係

(F p/F p+1)pre
φpre

→ (SpF ′ ⊗ Sr−pF”)pre

が成り立ち、sheaf化により

F p/F p+1 φ→ SpF ′ ⊗ Sr−pF” (43)

を得る。

F |U ,F ′|U ,F”|U が freeとなる、X をカバーする開集合の一つを U とする。
Free moduleは flat 11かつ分裂しているので

0→ F ′|U → F |U → F”|U → 0 : exact

においてF |U = F ′|U ⊕F”|U が成り立つ。すると

F p|U = SpF ′|U ⊗ Sr−pF |U

= SpF ′|U ⊗ (⊕0≤i≤r−pS
iF ′|U ⊗ Sr−p−iF”|U )

= SpF ′|U ⊗ Sr−pF”|U ⊕ SpF ′|U ⊗ (⊕1≤i≤r−pS
iF ′|U ⊗ Sr−p−iF”|U )

= SpF ′|U ⊗ Sr−pF”|U ⊕ F p+1|U
から

F p|U/F p+1|U = SpF ′|U ⊗ Sr−pF”|U

が得られる。よって、式 (43)と合わせて

F p/F p+1 = SpF ′ ⊗ Sr−pF”

10SnF → SnF” は言わば (F → F”)⊗
n である。従って、SF ′ ⊗ Sq−1F → S(F ′/F ′) ⊗

Sq−1(F/F ′) = 0 から、F p+1 = Sp+1F ′ ⊗ Sr−p−1F (V ) = SpF ′ ⊗ SF ′ ⊗ Sr−p−1F →
SpF ′ ⊗ 0⊗ Sr−p−1F” = 0 となる。

11F ⊗OX
OX = F より OX は flat。[1], Exercise 2.4 より On

X は flat。
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を得る。
このとき F 0 = SrF であり、F p は finite filtrationとなる。

(d) (c)と全く同様にして

∧rF = G0 ⊇ G1 ⊇ · · · ⊇ Gr ⊇ Gr+1 = 0

Gp/Gp+1 = ∧pF ′ ⊗ ∧r−pF” (44)

が成り立つ。

Rank nの locally free sheaf F は ∧rF = 0, r > nを満たす。なぜならF |U
が freeなので ∧rF |U = 0となるからである。
式 (44)において、r = n, p = 0とすると

G0 = ∧nF”⊕ (∧F ′ ⊗ ∧n−1F”)⊕ · · · ⊕ ∧nF ′

が得られるが、F ′,F”の rankがそれぞれ n′, n”なので (n = n′+n”)、この式は

∧nF = ∧n
′
F ′ ⊗ ∧n”F”

となる。

(e) 性質 6より

f∗TnF = Tnf∗F

である。

さて、U ⊆ X に対し I2(U) := {a⊗ b− b⊗ a|a, b ∈ F (U)}とすると、容易
にわかるように I2 はF ⊗F の subsheafとなる。これを n重にしたものを I
とする。
性質 15から

0 −→ I −→ TnF −→ SnF −→ 0 : exact

⇒ f∗I −→ f∗TnF −→ f∗SnF −→ 0 : exact

であるが、一方、次の完全列も存在する。

0 −→ f∗I −→ Tnf∗F −→ Snf∗F −→ 0 : exact
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すると snake lemmaより

0

��

0

��

0

��
kerα //

��

kerβ //

��

ker γ

��

��

f∗I //

α

��

f∗TnF //

β

��

f∗SnF //

γ

��

0

0 // f∗I //

��

Tnf∗F //

��

Snf∗F

��

// 0

cokerα //

��

cokerβ //

��

coker γ

��

// 0

0 0 0

が可換となるが ([1], Proposition 2.10においてuの単射性条件がない場合)、α, βは
共に全単射ゆえ cokerα = 0, kerβ = 0, cokerβ = 0から ker γ = 0, coker γ = 0、
よって γ も全単射となる。
従って

f∗SnF ≈ Snf∗F

を得る。

f∗ ∧n F = ∧nf∗F

も同様にして証明できる。

[別解]
性質 16より f∗(F/I ) = f∗F/f∗I なので

f∗(SnF ) = f∗(TnF/I ) = f∗(TnF )/f∗(I ) = Tnf∗F/f∗(I ) = Snf∗F

を得る。

性質 15. f : X → Y に対し、f−1は exact functor、f∗は right exact functorで
ある。

(証明) まず f : X → Y において、Y 上で G → H とすると、[1], Exercise
2.18から f−1G → f−1H が存在し、従って f∗G → f∗H も存在する。

Y 上の完全系列

0→ F ′ → F → F”→ 0 : exact
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に対し、

0→ F ′
y → Fy → F”y → 0 : exact

も完全なので、y = f(x) ∈ Y とするとき

0→ (f−1F ′)x → (f−1F )x → (f−1F”)x → 0 : exact

⇒ 0→ f−1F ′ → f−1F → f−1F”→ 0 : exact

よって、f−1は exact functorである。ここで⊗OY,y
をかけると、tensorは right

exactなので、f∗ は right exactとなる。

性質 16. f∗(F/I ) = f∗F/f∗I

(証明) f∗F → f∗(F/I )において f∗I → 0となる。なぜなら、f−1I →
f−1(F/I )において、x ∈ X の stalkをとれば Iy → Fy/Iy より Iy の像は 0
となるからである。
従って quatientの U.P.から f∗F/f∗I → f∗(F/I )が存在する。一方、

(f∗F/f∗I )x = (f∗F )x/(f
∗I )x =

Fy ⊗OY,y
OX,x

Iy ⊗OY,y
OX,x

%
=

Fy

Iy
⊗OY,y

OX,x = f∗(F/I )x

が成り立つ。ここで %
=は、Lが flatならば

0 −→M ′ ⊗ L −→M ⊗ L −→M/M ′ ⊗ L −→ 0 : exact

より

M/M ′ ⊗ L =
M ⊗ L
M ′ ⊗ L

であり、free module OX は flatだからである。
よって f∗F/f∗I → f∗(F/I )と合わせて

f∗(F/I ) =
f∗F

f∗I

を得る。

2.5.17

(a) f : X → Y, Y =
⋃
i Vi, Vi = SpecBi, Ui = f−1(Vi) = SpecAi とし、開

集合 V = SpecB ⊆ Y に対し、U = f−1(V )とおく。
Exercise II.3.1の証明中の性質 1から

V ∩ Vi = SpecB ∩ SpecBi =
⋃
j

SpecBgij =
⋃
j

D(gij), gij ∈ B
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表せ、D(gij) = SpecBgij = Spec (Bi)hij = D(hij), hij ∈ Biとできる。すると、
f−1(D(hij))は affine Uiの中なので f−1(D(hij)) = D(h̃ij)が成り立ち12、afiine
となる。よって、f−1(D(gij))も affineである。

V =
⋃
ij D(gij), gij ∈ B とかけるので、affine V の quasi-compact性を用い

て (Exercise II.2.13(b))、添字を付け替えれば

V =
⋃
i∈I

D(gi), gi ∈ B, |I| <∞

となり、Xg̃i = f−1(D(gi)), gi ∈ B(Exercise II.3.4の証明中の性質 2)は affineで

U = f−1(V ) =
⋃
i

f−1(D(gi)) =
⋃
i

Xg̃i

が成り立つ (g̃i = f |#U (V )(gi) ∈ OU (U))。よって、Exercise II.2.17(b)より U =
f−1(V )は affineである13。

(b) (a)より、fが affineならばY の affine covering {Vi}iに対して、f−1(Vi)は
affineとなる。Affineは quasi-compactなので (Exercise II.2.13(b))、f は quasi-
compactである。

Proposition 4.1とCorollary 4.6(f)から affine morphismは separatedである。
Exercise 3.4から finite morphismは affineである。

(c) A はquasi-coherentなので、Y ⊇ V = SpecAV に対し、A |V = M̃V , MV :
AV -algebraとおける。AV →MV より

fV : SpecA (V ) = SpecMV → SpecAV = V

が存在する。
XV = SpecA (V )とし、affine open W ⊆ Y に対して

UVW = f−1
V (V ∩W )

とおいて、Exercise II.3.8の証明と同じように Exercise II.2.12を適用する。すな
わち、∀x ∈ V ∩W に対して

x ∈ SpecAVaV ≈ SpecAWaW ⊆ V ∩W, A
V
aV ≈ A

W
aW , aV ∈ A

V , aW ∈ AW

が存在するが (Nike’s trick, Exercise II.3.1証明内性質 1)、ここで、AV → A (V )
より AVaV → A (V )aV なので、AVaV ≈ AWaW から A (V )aV ≈ A (W )aW となる。
すると、Exercise II.3.8の式 (13)と同様の等式

f−1
V (SpecAVaV ) = SpecA (V )aV = SpecA (W )aW = f−1

W (SpecAWaW )

12Proposition 2.3 の証明における f−1(V (a)) = V (φ(a)) において、補集合を取ればよい。
13Exercise II.2.17(b) の証明における脚注で示したように、その証明には X =

⋃
i Xfi で十分で

ある。
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が成立するので、後は Exercise II.3.8の証明を辿れば、XV , fV を貼り合わせて
X, f が得られる。ここで、

f : X → Y, XV = f−1(V ) = f−1
V (V ) = SpecA (V ) : open

である。
また、W ↪→ V のとき、それからAV → AW , A (V )

ρV W→ A (W ), f−1(W ) =
SpecA (W )→ SpecA (V ) = f−1(V )が与えられており、これらは対応している。
なお、最後の f−1(W ) → f−1(V )は、W ⊆ V より f−1(W ) ⊆ f−1(V )、すなわ
ち f−1(W ) ↪→ f−1(V )である。

X はXV でカバーされ、XV は SpecA |V = Spec M̃V なのでX は schemeで
あり、Y,A に対し一意的である。

(d) Y の任意の open affine V に対し f−1(V ) = SpecA (V )なので (a)から f
は affine morphismである。
また

f∗OX(V ) = OX(f−1(V ))

= OX(SpecA (V )) = OX |SpecA (V )(SpecA (V )) = A (V )

なので、A = f∗OX である。

逆に f : X → Y が affineで、A = f∗OX とする。(b)より f は quasi-compact
かつ separatedで、OX は quasi-compactなので (Example 5.2.1)、Proposition
5.8(c)よりA = f∗OX は quasi-coherent OY -module (algebra)である。

A (V ) = f∗OX(V ) = OX(f−1(V ))において、f が affineなので f−1(V ) =
SpecBと書ける。すると、A (V ) = OX(SpecB) = BよりSpecA (V ) = SpecB =
f−1(V )となる。(c)で示した一意性からX = SpecA を得る。

(e) X上 quasi-coherent OX -module F に対して、f∗F はY 上 quasi-coherent
A = f∗OX -moduleとなる。
次にM を Y 上 quasi-coherent A (= f∗OX)-moduleとする。

Y =
⋃
i

Vi, Vi = SpecAi, Ui = f−1(Vi) = SpecBi

とおくと、M (Vi) = ∃M i, M i は f∗OX(Vi) = OX(f−1(Vi)) = Bi-module と
なる。
そこで f−1(Vi)上Of−1(Vi)(= OX |f−1(Vi))-moduleとしてHi = M̃ iとおいた

とき (f−1(Vi) ⊆ X における ∼)、ϕij : Hi|Ui∩Uj

∼→Hj |Ui∩Uj
を示す。

x ∈ Ui ∩ Uj ⇒ f(x) ∈ Vi ∩ Vj

⇒ f(x) ∈ SpecAiai ≈ SpecAjaj ⊆ Vi ∩ Vj , A
i
ai ≈ A

j
aj , ai ∈ A

i, aj ∈ Aj

⇒ x ∈ SpecBiai ≈ SpecBjaj ⊆ Ui ∩ Uj
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ここでM が sheafゆえ、M |Vi(D(ai)) = M |Vj (D(aj))から14、M i
ai = M j

aj が
成り立つ。よって

Hi|SpecBi
ai

= M̃ i
ai = M̃ j

aj = Hj |SpecBj
aj

より ϕij : Hi|Ui∩Uj

∼→Hj |Ui∩Uj
が得られる。

この ϕij が Exercise II.1.22の条件を満たすので、Hiを貼り付けてX 上OX -

moduleができる。それを M̃ と記す。Hi = M̃ iより、M̃ は quasi-coherentであ
り、M̃ (Ui) = Hi(Ui) = M̃ i(Ui) =M i = M (Vi)を満たす。

F → G に対して f∗F → f∗G が存在するのは明らかである。
逆にM → M ′ ならば、M̃ (U) = M → M̃ ′(U) = M ′, M̃ (D(f)) = Mf →

M̃ ′(D(f)) =M ′
f より制限写像と compatibleなので、M̃ → M̃ ′ である。

次に

f̃∗F (U) = f∗F (V ) = F (f−1(V )) = F (U)

より f̃∗F = F となる (Xの任意の open U に対しては基本開集合を取ればよい)。
反対に

(f∗M̃ )(V ) = M̃ (f−1(V )) = M (V )

より f∗M̃ = M である。
以上によりX上quasi-coherentOX -moduleの categoryはY 上quasi-coherent

A -moduleの categoryと equivalentである。

2.5.18

Y =
⋃
i Ui のとき isomorphism ψi : f

−1(U)
∼→ An

Ui
が存在しているとする。

すると、V ⊆ Ui ∩ Uj に対して ψi(V )
∼→ An

V であり

ψjψ
−1
i : An

V
∼→ An

V

を得る。

(a) V = SpecAのとき、f−1(V ) = SpecS(E (V )) = SpecS(An)となるので、
ψjψ

−1
i : An

V
∼→ An

V は、An の基底 (x1, · · · , xn)を用いて

θ : A[x1, · · · , xn] ≈ S(An) ≈ A[x1, · · · , xn]

に対応する。これは idとみなせるので線形同型であり、(X, f, {Ui}, {ψi})は vector
bundleとなる。

14D(ai) = SpecBi
ai
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E |U の基底に関しては、基底を変えても線形同型なので、依存しないといえ
る。

(b) Y ⊇ U = SpecAに対し、S (X/Y )は sheafとなる。

fs = idU

f : f−1(U) = An
U = SpecA[x1, · · · , xn]→ U, s : U → f−1(U)

とし、f, sそれぞれに対応する A-環準同型を f̃ , s̃とする。f̃ については

f̃ : A→ A[x1, · · · , xn], a 7→ a

が成り立つ。
fs = idU に対応する s̃の条件は f̃s = s̃f̃ = idA : A→ Aと s̃(a) = aであるが

(Exercise II.2.4の証明中の式 (3))、それは (s̃f̃)(1) = s̃f̃(1) = s̃(1) = 1 = idA(1)
により既に満たされており、また、(s̃f̃)(a) = idA(1)(a) = a ⇒ s̃(a) = aなの
で、s̃に新たな条件はない。よって、S (X/Y )(U) 3 sと OY (U)n が 1対 1に対
応する。
∀V ⊆ U に対してもこの対応は成立し、制限写像とも compatilble なので、

S (X/Y )|U ≈ OnU となり、S (X/Y )は locally free OY -module of rank nであ
る。

(c) s ∈ Γ(V, Ě ) = Hom(E |V,OV)⇔ s : E |V → OV に対し、E |V = OnV なら
s : S(E |V ) = OV [x1, · · · , xn]→ OV とみなせる。
これには s′ : V = SpecOV → SpecS(E |V ) = An

V = f−1(V )が 1対 1に対
応する。これが fs′ = idV を満たすのは (b)で示した通りである。
全て E から構成されているので制限写像と可換であり、Ě |V ≈ S (An

V /V )は
Y =

⋃
V で貼り合わせ可能となる:

Ě
∼→ S (X/Y )

(d) (a)から locally free sheave of rank nの E に対し、vector bundle X =
V(E )が存在し、(c)よりV(E )に対し、locally free sheave of rank nの Ě が存
在する。
局所的に考えると vector bundle X = An

V は SpecS(E ) なので、(a) より
X = V(E )であり、locally free sheave of rank nと vector bundleは同値である。
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