
2 Schemes

2.4 Separated and Proper Morphisms

2.4.1

f : X → Y が finite morphismとする。当然 finite typeでもある。
Y =

⋃
i Vi, Vi : open affineとすると、Exercise.3.4から f−1(Vi)は open affine

となるので、Proposition 4.1より

f−1(Vi)→ Vi

は separatedである。よって、Corollary 4.6(f)から f は separatedである。
次の性質から finite 性は base change で保存され、また finite morphism は

closedなので (Exercise 2.3.5(b))、f は universally closedである。
従って f は properである。

性質 1. Finite性は base changeで保存される。

(証明) f : X → Y を finite, S′ → S を scheme morphismとする。

X ′ = X ×S S′

p1

xxrrr
rrr

rrr
rr p2=f

′

&&LL
LLL

LLL
LLL

X
f

&&MM
MMM

MMM
MMM

M S′

g

xxqqq
qqq

qqq
qqq

S

S =
⋃
λ

Sλ, Sλ = SpecBλ

f−1(Sλ) = SpecAλ

において、Aλ は有限生成 Bλ-moduleである。
一方、g−1(Sλ) =

⋃
µWλµ, Wλµ = SpecCλµとかけ、S′ = g−1(S) =

⋃
λµWλµ

で、Cλµ は Bλ-代数となる。

f ′−1(Wλµ) = X ×S Wλµ
#
= f−1(Sλ)×Sλ

Wλµ = Spec (Aλ ⊗Bλ
Cλµ)

なので、f ′−1(Wλµ)は open affineである。等号 (
#
=)はTheorem 3.3の証明の Step

7による。
CλµはBλ-代数なのでスカラーの拡大よりAλ⊗Bλ

CλµはCλµ-代数である ([1],
extension of scalars, p. 28)。よって Aλ ⊗Bλ

Cλµ の任意の元は∑
i

ai ⊗Bλ
ci =

∑
i

ci(ai ⊗Bλ
1) (1)

と書ける。
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ここで、Aλ は有限生成 Bλ-moduleなので

ai =
∑
j

bjia
j , bji ∈ Bλ, a

j ∈ Aλ

と表せ、Cλµ は Bλ-代数ゆえ、上式 (1)は∑
i

ci(ai ⊗Bλ
1) =

∑
j

∑
i

cib
j
i (a

j ⊗Bλ
1) =

∑
j

cj(aj ⊗Bλ
1), cj ∈ Cλµ

となる。
よって Aλ ⊗Bλ

Cλµ は有限生成 Cλµ-module、f ′ は finiteである。(証明終)

2.4.2

Fiber product Y ×S Y に関する下図式において、Y → S が separatedなの
で、∆は closed immersionである。

Y ×S Y の普遍的性質から、f = p1h, g = p2hとなる h : X → Y ×S Y が存
在する。

Y ×S Y

p1

��		
		
		
		
		
		
		
	

p2

��5
55

55
55

55
55

55
55

Y

∆

OO

id
{{vvv

vv
vv
vv
v

id
##H

HH
HH

HH
HH

H

Y

sep
# #H

HH
HH

HH
HH

H X

gf

OO h

XX

f
oo

g
// Y

sep
{{vvv

vv
vv
vv
v

S

この図式でX を U とすると f |U = g|U、すると Y ×S Y の普遍的性質から h|U =
∆f |U となる。よって、h(U) = ∆f(U) ⊆ ∆(Y )である。

Y → S が separatedなので∆(Y )は閉集合であり、

h(X) = h(U−) ⊆ h(U)− ⊆ ∆(Y )− = ∆(Y )

が成り立つ。従って x ∈ X とすると h(x) = ∆(y), ∃y ∈ Y となり、

f(x) = p1h(x) = p1∆(y) = y = p2∆(y) = p2h(x) = g(x)

より f = gである。
次に Sheafにおいてもmorphismが一致すること、すなわち h = f#− g# = 0

を示す。∀P ∈ X に対し、二つの morphismの一致は stalkとして一致すればい
いので局所的に扱ってよいのでX = SpecA, Y = SpecB とし1、P ∈ X に対応

1いま位相空間として示したことから f(P ) = g(P )なので、f(P ) = g(P ) ∈ SpecB となる B を
一つにできる。また、X,Y を affine としても X,Y, U の条件は保つようにできる。なぜなら X の

open set W は reduced、V
open immersion

⊆ Y → S 全体は separated、U−W = U− ∩W = W よ
り U は W で dence だからである。

2



する Aの prime idealを pとおく。Scheme morphismとして f |U = g|U なので
hU := f |#U − g|

#
U = 0である。

P ∈ U, f(P ) = g(P ) ∈ ∃V ⊆ Y, ⇒ P ∈ U ⊆ X, f |U = g|U : U → V

次の可換図は f, g に関する同様の可換図の差分をとった図である。既に示し
たように位相空間では f, gが等しいので、f−1(V ) = g−1(V ), ∀V ⊆ Y である。
OY (Y )の section sの像を tとおく。

s ∈ OY (Y ) = B

��

h(Y ) // OX(X) = A 3 t

��
OY (V )

��

h(V ) //

hU (V )=0

++VVVV
VVVVV

VVVVV
VVVVV

VV OX(f−1(V ))

��
OX(f−1(V ) ∩ U) = OU (f−1

U (V ))

��
sf(p) ∈ OY,f(p) = Bf(p)

hP=0 // OX,p = Ap 3 tp

可換性から tp = 0なので、t/1 = 0/1 ∈ Ap である。

tr = 0 ∈ p, r 6∈ p⇒ t ∈ p⇒ p ∈ V ((t))

⇒ U ⊆ V ((t)) ⊆ X ⇒ X = U− ⊆ V ((t)) ⊆ X ⇒ V ((t)) = X = V ((0))

⇒ (t) ⊆
√
(t) =

√
(0)

reduced
= (0)⇒ t = 0

よって 0 = h(Y ) = f#(Y ) − g#(Y ) である。環準同型が等しいので、scheme
morphismも等しい (Proposition 2.3)。

X が non-reducedのときの反例
代数的閉体 k上の non-reduced scheme

X = Y = SpecA, A = k[x, y]/a, a = (x2, xy)

に対し、

ϕ : A→ A, x 7→ 0, y 7→ y

f = id∗A : X → X

g = ϕ∗ : X → X

とおく。Aの prime idealは aを含む k[x, y]の prime idealと 1対 1対応するので

X = Y = {(x), (x, y − b)}b∈k
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であり、(x)は generic pointとなる。
P0 := (x, y)は閉点なので、U = X − P0 は開集合であるが、しかし閉集合で

はない。(∵)もしU = {(x), (x, y− b)}0 ̸=b∈k = V (b), b ⊇ aと仮定すると、k[x, y]
は noetherianなので b = (h1, · · · , hn)と表せる。

p ⊇ b ⊇ aを満たすpは (x), (x, y−b)に限られるので、hi ∈ (x) or hi ∈ (x, y−b)
であるが、

hi ∈ (x), i = 1, · · · , n⇒ b = (x)(h′i, · · · , h′n)

⇒ X 6= U = V (b) = V ((x)) ∪ V (h′i, · · · , h′n) = X

より、hi 6∈ (x)が存在する。すると、hi ∈ (x, y − b)となるが、hi(0, y)は yの非
零多項式なので、hi(0, y) = 0を満たす根は有限個であり、hi ∈ (x, y − b)を満た
す bも有限個となる。これは V (b) = {(x), (x, y − b)}b̸=0 に矛盾する。(∵終)
従って、U は閉集合ではなく U− = X である。
位相空間では

g : X → X, (x) 7→ (x), (x, y − b) 7→ (x, y − b)

より、f = gである。
Sheafとしては、

f |#U = g|#U , f
#
P0
6= g#P0

であることを示す。下図式において

σ : A→ Aφ−1(P ) = Ag(P ) = AP , x 7→ x/1

とすると、

P ∈ U ⇒ P = p = αx+ β(y − b), b 6= 0⇒ s := x+ y 6∈ p

より、xs = x2 + xy = 0なので

σ(x) = x/1 = 0/1

となる。
A

σ

��

φ

idA

// A

��
Aφ−1(P )

φP

idAP

// AP

よって Aφ−1(P ) では xは消えており、

ϕP = (idA)P ⇒ g|#U = f |#U

である。
一方、p = P0 = (x, y)では

s 6∈ p⇒ s = 1 + αx+ βy ⇒ xs = x 6= 0⇒ x/1 6= 0/1⇒ σ(x) 6= 0
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であり、

ϕP0
6= (idA)P0

⇒ g#P0
6= f#P0

である。

Y が non-separatedのときの反例
X を affine line with origin P , Y を affine line with two origins P1, P2 とす

る。Y は non-separatedである (Example 4.0.1)。X において origin P は閉点な
ので U = X − P は openで、さらに denseである。

f : X ↪→ Y, x 7→

{
x ;x ∈ U
P1 ;x = P

g : X ↪→ Y, x 7→

{
x ;x ∈ U
P2 ;x = P

とすると、U で f = gであるが、X では f 6= gである。

2.4.3

まず closed immersionは local propertyであることを示す。

性質 2. f : X → Y が closed immersion⇔ f |V : V → U が closed immersion
ここで、V = f−1(U), ∀U = SpecB ⊆ Y

(証明) 一般論として、morphism gが closed immersionというのは、gがその
像への位相同型、Im gが閉集合、任意の点 P に対して g#P が全射、の 3条件と等
価である。
従って、今の場合、f(X) : closed⇔ f(V ) : closed at U, V = f−1(U), ∀U =

SpecB ⊆ Y を示せば十分である。
(⇒) f(X)が Y の閉集合なら f(V ) = U ∩ f(X)より f(V )は U で閉集合である。
(⇐) Y =

⋃
i Ui, Ui = SpecBi, Vi = f−1(Ui) とすると、条件から f(Vi) =

Ui ∩ f(X)は Uiの閉集合であり、Ui− f(Vi) =
⋃
j D(fij), fij ∈ Biとできる。こ

こでD(fij)は open Ui の開集合なので Y の開集合でもある。このとき、

Y − f(X) =
⋃
i

(Ui ∩ (f(X) ∩ Ui)c) =
⋃
i

(Ui − f(Vi)) =
⋃
ij

D(fij)

は Y の開集合、従って f(X)は閉集合である。(証明終)

U ×S V はX ×S X の open subschemeであり、下図式の iU , iUV , iV , ιU , ιV
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はいずれも inclusionである。

X

∆
))
X ×S Xp1

oo
p2

// X

∆
uu

U

iU

OO

U ×S V

iUV

OO

pUoo pV // V

iV

OO

U ∩ V

CC

ιU

ddHHHHHHHHH
θUV

OO

ιV

::vvvvvvvvv

ここで、∆−1(U ×S V ) = U ∩ V が成り立つ。
(∵) X ×S X の普遍的性質から

h = iUV θUV : U ∩ V → X ×S X, p1h = iU ιU , p2h = iV ιV

であるが、一方 U ∩ V → X ×S X には hの他に∆iU ιU , ∆iV ιV があり、

p1 ◦ (∆iU ιU ) = idX iU ιU = iU ιU , p2 ◦ (∆iV ιV ) = iV ιV

が成り立つので、やはりX ×S X の普遍的性質からそれは等しく、

h = ∆iU ιU = iUV θUV ⇒ ∆(U∩V ) = θUV (U∩V ) ⊆ U×SV ⇒ U∩V ⊆ ∆−1(U×SV )

が成り立つ。他方、

U ⊇ p1(U ×S V ) ⊇ p1∆∆−1(U ×S V ) = ∆−1(U ×S V )

であり、同様に V ⊇ ∆−1(U ×S V )より U ∩ V ⊇ ∆−1(U ×S V )を得る。(∵終)
U, V, S は affine ゆえ U ×S V も affine であり U ∩ V = ∆−1(U ×S V ) なの

で、性質 2から、∆|U∩V : U ∩ V → U ×S V は closed immersionとなる。従って
Exercise 2.3.11(b)から U ∩ V は affineである。

X が separatedでないときの反例
Affine plane A2

k = Spec k[x, y]の originを P とする。
X : affine plane with double origins P1, P2

U = A2
k with origin P1, V = A2

k with origin P2

U ∩ V = A2
k − P

において、A2
k − P = SpecAと仮定する。

k[x, y], k[x, y]p は整閉なので ([1], Proposition 5.13およびその直前の記述)、
P は normal pointである (Exercise 1.3.17)。dimA2

k = 2なので、Exercise 1.3.20
から Aの元である regular functionはA2

k に拡張できる。よって A = OA2
k
(A2

k)

となり、schemeとして A2
k − P = SpecA = A2

k が得られるが、spaceをとると
わかるように、これらは等しくないので、矛盾である。
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2.4.4

Y → Sが separatedで Z → Y → S全体が properなので Corollary 4.8(e)か
ら f |Z : Z → Y は properである。Proper morphismは (universally) closedなの
で f(Z)は Y で closedとなる。

f(Z) with its image subscheme structure というのは Exercise 2.3.11(d) に
おける Y のことであるが、今示したように f(Z)は閉集合なので、その spaceは
sp f(Z)に等しい。よって、f(Z) with its image subscheme structureは f(Z)red
である。本書ではそれを f(Z)としているので、以下それに従う。

f(Z)→ Sが properであること、すなわち finite-type, separated, universally
closedであることを示す。

f(Z)は closedで reduced induced structureを持つので f(Z)→ Y は closed
immersionゆえ proper、よって finite-typeかつ separatedである。Y → S は前
提から finite-type かつ separated なので、f(Z) → (Y →)S は finite-type かつ
separatedとなる (Exercise 2.3.13(c), Corollary 4.6(b))。

f(Z) → S の universally closed性を示す。Base change g : T → S に対し、
g′ : T ×S f(Z)→ T が閉集合ならばよい。

T ×S Z
f ′

xxqqq
qqq

qqq
q

##F
FF

FF
FF

FF

T ×S f(Z)
g′

zzvv
vv
vv
vv
vv

&&MM
MMM

MMM
MM

Z

f |Z

||yy
yy
yy
yy
y

T

$$I
II

II
II

II
II f(Z)

g

xxqqq
qqq

qqq
qqq

S

上図式において、下記性質 3から

(T ×S f(Z))×f(Z) Z = T ×S (f(Z)×f(Z) Z) = T ×S Z

であることに注意すると、Exercise 2.3.15の解答中の性質 6で示したように、全
射は stable under base changeなので、

f |Z : surjective⇒ f ′ : surjective

である。
従って、閉集合 V ⊆ T ×S f(Z)に対しW = f ′−1(V )は閉集合である。Z → S

は proper ゆえ g′f ′ : T ×S Z → T は closed なので (fibred product に関する
Theorem 3.3から T ×S Z → T は一意的)、g′f ′(W ) = g′(V )は閉集合である。こ
こで、f ′ が全射なので f ′(W ) = f ′(f ′−1(V )) = V であることを用いた。
性質 3. X → S, Y → S, Y → T, Z → T のとき、

(X ×S Y )×T Z = X ×S (Y ×T Z), X ×S S = X

が成り立つ。
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(証明)
X ×S S = X はX ×S SのU.P.(Universary Property)から容易に証明できる

ので、(X ×S Y )×T Z = X ×S (Y ×T Z)を示す。

X ×S (Y ×T Z)

����
��
��
��
��
��
��
��
�

**VVVV
VVVV

VVVV
VVVV

VVV

h1

��

g1 // (X ×S Y )×T Z

tthhhhh
hhhh

hhhh
hhhh

hh

��;
;;

;;
;;

;;
;;

;;
;;

;;

h2

��

g2

uu

X ×S Y

xxppp
ppp

ppp
ppp

&&MM
MMM

MMM
MMM

M Y ×T Z

xxqqq
qqq

qqq
qqq

&&MM
MMM

MMM
MMM

M

X

&&NN
NNN

NNN
NNN

NN Y

xxppp
ppp

ppp
ppp

p

&&NN
NNN

NNN
NNN

NN Z

xxppp
ppp

ppp
ppp

p

S T

上図式において、h1 の存在はX ×S Y の U.P.による。h2 も同様である。
h1 と X ×S (Y ×T Z) → Y ×T Z → Z が存在するので、(X ×S Y ) ×T Z の

U.P.から g1 : X ×S (Y ×T Z)→ (X ×S Y )×T Z が得られる。同様に g2も得ら
れる。
このとき、X×S (Y ×T Z)→ X×S (Y ×T Z)のU.P.から g2g1 = idX×S(Y×TZ)

となる。同様に、g1g2 = id(X×SY )×TZ なので、X×S (Y ×T Z) ≈ (X×S Y )×T Z
が成立する (Stack Project, Lemma 4.31.8)。

2.4.5

X は noetherianとする (Note on Noetherian Hypotheses, p.100)。
(a) X が既約なので generic point x1 をもち、K = k(x1), SpecK 3 t1 =

(0) 7→ x1 ∈ X となり (Exercise 2.2.7)、X の任意の元 x0 は x0 ∈ {x1}− = X を
満たす。
もしRがOx0 を支配しているとすると、Rの極大 ideal t0はOx0 の極大 ideal

x0 に対応している。Rの極小 idealは t1 = (0)であり、それは x1 ∈ X に対応し
ている。

Lemma 4.4より得られる morphism T = SpecR → X は T の generic point
t1 および極大 ideal t0 の像 x1 および x0 で一意的に決まる。

X が k 上 separated なので morphism T → X が存在したとすれば一意的、
従って x0 も存在したとすれば一意的である。

(b) Xが properなのでmorphism T → Xが一意に存在する。すると、Lemma
4.4より Rが支配する Ox0

が一意に存在するので、centerも一意的である。

(c) (本解答はhttps://math.stackexchange.com/questions/3893572/hartshornes-
exercise-ii-4-5c-a-third-timeを参考にした。)
(a), (b)の前提となる記述を各々Ps, Ppとおく:
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Ps: function fieldの valuationは高々1個の centerを持つ
Pp: function fieldの valuationは唯一の centerを持つ

n = dimX に関する数学的帰納法で証明する。
n = 0 のとき、X の open affine 部分集合の一つ U = SpecA を取ると A

は体である2。よって U は 1 点からなり、X は離散空間となるが、既約なので
X = SpecA, A :field、とおける。SpX = x1 とすると、

A = OX(X) = OX(x1) = OX,x1
= Spec k(x1)

であり、X = Spec k(x1) → Spec kは affineなので、Ps, Ppによらず separated
である (Proposition 4.1)。

Proper性については、図式

SpecL //

��

X = Spec k(x1)

��
SpecR

44

// SpecR′ //

77

Spec k

において、R′ = R ∩ k(x1)は valuation ringゆえ3、X が Ppを満たすことから、
R′ には centerが存在する。すると、SpecR′ → X から

SpecR→ SpecR′ → X

が存在する。既に示したように、このmorphismは separatedなので、SpecR→ X
は一意的である。

n− 1まで成立すると仮定し、次の流れで証明を進める。

1. X ′ を X の normalizationとすると、X ′ pd→ X(記号は下記の性質 4に示す
通り)

2. dimZ = n − 1となる closed integral subscheme Z ⊂ X に対し、Z ′ pd→ Z
となる次元 n− 1の closed integral subscheme Z ′ ⊂ X ′ が存在

3. X ′が Ps(respectively, Pp、以下同様)を満たすならば Z ′が Ps(Pp)を満足

すると、X が Ps(Pp)を満たすならば X ′ が Ps(Pp)を満たし、さらに Z ′ が
Ps(Pp)を満たすので Z が Ps(Pp)を満たすことになる。従って、数学的帰納法
の仮定から Z は separated(proper) となり、下図式で SpecS → Z に高々一つ
の morphism(唯一の morphism)が存在するので、SpecS → X にも高々一つの
morphism(唯一のmorphism)が存在し、証明が終了する。

SpecL //

��

Z

""E
EE

EE
EE

EE
c.i. // X

��
SpecS

<<

// Spec k

2dimA = 0 と A が整域ということから、(0) が prime かつ極大なので A = A/(0) は体である。
3v を R に対応した valuation とすると、v′ = v|k(x1) は k(x1) の valuation となり、{a ∈

k(x1)|v(a) ≥ 0} = {a ∈ k(x1)|v(a) ≥ 0} = R ∩ k(x1) は valuation ring である。
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1) ν : X ′ → X は finiteであり (Exercise 2.3.8)、従って proper、さらに Uni-
versal Propertyから dominantである。また、properゆえ closedでもあるので、
ν は全射となる。よって次の性質 4よりX

pd→ Y である。
2) Z を次元 n− 1の closed integral subscheme Z ⊂ X とする。

Z ×X X ′

finite, surjective

{{vvv
vv
vv
vv
v

closed immersion

$$I
II

II
II

II

Z

closed immersion
$$I

II
II

II
II

I X ′

finite, surjective
zzuuu

uu
uu
uu
u

X

Z → X は closed immersion、X ′ → X は finiteかつ全射である。それらは base
changeで保存されるので Z ×X X ′ → X ′ は closed immersion、Z ×X X ′ → Z
は finite(よって closed)かつ全射である。
従って、Z×XX ′の既約成分はZの既約閉集合に写る。またZは既約なのでZ

は Z ×X X ′のある既約成分の像である4。Z ×X X ′ → X ′は closed immersionな
ので、Ciに対応するX ′の既約成分をZ ′が存在し、逆にZ ′ → Z×XX ′も closed
immersion、従って properとなる (Corollary 4.8(a))。すると Z ′ → Ci → Z は
properかつ全射の合成なので全体も properかつ全射であり、性質 4から Z ′ pd→ Z
である。
なお、finite morphismは次元を保存するので5、dimX ′ = n, dimZ ′ = dimCi =

dimZ = n− 1である。
3) X がさらに normalとして Ps(Pp)を満たすならば、次元 n − 1の closed

integral subscheme Z ⊂ X が Ps(Pp)を満たすことを言えばよい。
Z = {z}−とする。R ⊆ K(Z) = k(z)をvaluation ringとし、closed immersion

Z → X に対応する全射を

q : OX,z ↠ OZ,z = k(z)

とする。
ここで、

OX,z ⊆ K(X) (2)

が成り立つ。実際、zを含む open affine SpecAはX の generic point ηを含み、
Amz → Amη , a/b 7→ a/bが単射なので (mη ⊆ mzよりwell-define)、OX,z ⊆ OX,η
が成立する。さらに q(e−1) = q(e)−1 である。

T := q−1(R) ⊆ OX,z ⊆ K(X)

4Z ×X X′ の既約成分を C1, · · · , Cm とすると (ネーター空間を扱っている)、Z =
∪

i f(Ci) ⇒
Z = f(Ci), ∃i

5Scheme の次元は local に定義できるので (Exercise 2.3.20(e))、f : SpecB → SpecA とし
てよい。有限生成加群は整拡大ゆえ ([1], Proposition 5.1(i), (ii))、f が finite ならば B は整域 A
の整拡大であり、[1], Corollary 5.9 から dimA ≥ dimB である。また [1], Theorem 5.10 より
dimA ≤ dimB なので、両方合わせて dimA = dimB ⇒ dimX = dimY を得る。
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は valuation ringになっている。なぜなら、e ∈ K(X)とすると、OX,z はK(X)
の discrete valuation ringなので6、e, e−1のいずれかを含むが、一般性を失うこ
となく e ∈ OX,z とすると、もし、e ∈ mz なら eは非単元なので

e−1 6∈ OX,z ⇒ q(e−1) = q(e)−1 6∈ R⇒ q(e) ∈ R⇒ e ∈ q−1(R) = T

もし、e 6∈ mz なら eは単元なので

e, e−1 ∈ OX,z ⇒ q(e) or q(e−1) = q(e)−1 ∈ R⇒ e or e−1 ∈ T

だからである。
さて、X が Psを満たすとき Zが Psを満たすことを示すため、Rの centerが

二つ以上あると T にも centerが２つ以上あることを言う。
z′ ∈ Z が Rの centerとする。ι : Z ↪→ X とすると

ι# : OX → OZ

であり、q = ι#z となる。既に示したように OZ,z′ ↪→ OZ,z′ , OX,z′ ↪→ OX,z′ であ
り、z′ ∈ {z}− ⇒ ∀Ux′ 3 zから下図式は可換となる。

OX,z
q=ι#z // OZ,z

OX,z′

OO

ι#
z′ // OZ,z′

OO

よって ι#z′ は q = ι#z の制限写像となるので OX,z′ = q−1(OZ,z′)である。qが
local homomorphismであることから (p. 73)、OZ,z′ が Rに dominateされてい
るとOX,z′ は T で dominateされる。従って、z′は T のX における centerとも
なる。もし Rの centerが二つ以上あると T にも二つ以上の centerが存在するこ
とになる。
次に X が Pp を満たすとき Z が Pp を満たすことを示すため、T に唯一の

centerがあると Rにも唯一の centerがあることを言う。この場合、Psに関して
既に示したことから、存在することを示すだけで十分である。

Rを K(Z) = k(z)の任意の valuation ringとし、Rが Z に centerを持つこ
とを示す。T を前記と同様に定義する。z′ ∈ X が T の centerとすると OX,z′ ⊆
T ⊆ OX,z から ϕ : OX,z′ ↪→ OX,z ↪→ OZ,z となり、local homomorphismから
OZ,zとOX,zのmax idealは対応している。OX,z′ , OX,z′ は共にDVRであり (X
は normal)、prime idealはmax idealなので、やはりmax idealは対応している。
よって ϕ−1((0)) = mz′ より k(z′)X ↪→ k(z)、すなわち Spec k(z) → (z′ ∈)X と
なる。
一方、k(z)→ k(z)⇒ Spec k(z)→ Zなので、結局 Spec k(z)→ Z → (z′ ∈)X

となり、z′ ∈ Z とならざるを得ない。よって z′ ∈ Z である。

6OX,z は z 付近の local な scheme なので OX,z = Amz とかけ、Exercise 3.6 から K(X) =
FracAmz = FracOX,z である。また、X が normal なので OX,z は integrally closed、さらに
dimOX,z = 1(Exercise 3.20(c)) から OX,z は DVR である (Theorem 1.6.2A)。
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さて、OX,z′ ⊆ T ⊆ OX,z に全射 qを作用させると

OZ,z′ ⊆ R ⊆ OZ,z

となるが、ここでRはOZ,z′をdominateしている。(∵)OX,zはDVRなのでprime
idealはmax idealゆえ、q−1(mR) = mT である。qは全射なので q(mT ) = mRと
なる。次に q−1(mR ∩ OZ,z′) = mT ∩ OX,z′ = mXz′ ⇒ q(mXz′ ) = mR ∩ OZ,z′ であ
るが、一方 qの local homomorphism性から q−1(mZz′) = mXz′ ⇒ q(mXz′ ) = mZz′ な
ので mZz′ = mR ∩ OZ,z′ を得る。(∵終)
よって z′ は Rの Z における centerである。

性質 4. f : X → Y が proper dominant、X,Y が integralのとき、X が Ps(Pp)
を満たせば Y も Ps(Pp) を満たし、逆も成り立つ。このとき、ここでは便宜上
X

pd→ Y と記す。

(証明) f : X → Y は dominantなので、X の generic pointを Y の generic
pointに写す7。また、同様に f の dominant性から K(Y ) = OY,f(η) → OX,η =
K(X)は単射となる。

RをK(Y )/kの任意の valuation ringとする。すると、RはK(X)では局所環
なので、これを dominateするK(X)の valuation ring R′が存在する。このとき、
R = R′ ∩K(Y )である。(∵) R ⊆ R′ ∩K(Y )において、R′ ∩K(Y )は valuation
ringであり、その極大 idealが {a ∈ K(Y )|v′(a) > 0} = K(Y ) ∩ mR′ に等しく、
(K(Y ) ∩ mR′) ∩ R = m′

R ∩ R = mR から、R′ ∩K(Y )は Rを dominateしてい
る。Theorem 1.6.2Aよりそれらは等しい。(∵終)

R′ が center xを持ったとする。Lemma 4.4から SpecR′ → X, t0 7→ xが存
在し、X → Y, x 7→ y と合わせて SpecR′ → X → Y, t0 7→ x 7→ y が存在する。
従って

OY,y ↪→ OX,x ↪→ R′ (3)

を得る。ここで、最初の単射性は f が dominant、次の単射性は xがR′の center
であることによる。
式 (3)の最初のmorphismは local homomorphismゆえ、OY,y, OX,x の極大

idealは対応しており dominateの関係にある。よって、R′ は OY,y を dominate
し、my = mR′ ∩ OY,y である。
式 (2)から得られる OY,y ⊆ K(Y )と合わせると

OY,y ⊆ K(Y ) ∩R′ = R

となる。
Valuation ring R′ ∩K(Y )の極大 idealは既に示したようにmR′ ∩K(Y )なの

で、mR = mR′ ∩K(Y )である。

mR ∩ OY,y = mR′ ∩K(Y ) ∩ OY,y = mR′ ∩ OY,y = my

から、Rは OY,y を dominateする。よって yは Rの centerである。
7η ∈ X を generic pointとすると f(X) = f({η}−) ⊆ f({η})− ⇒ Y = f(X)− ⊆ f({η})− ⇒

Y = f({η})−
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すると Lemma 4.4から SpecR→ Y, t0 7→ yが存在する。

SpecK(X) //

��

X

f

��
SpecR′ //

44

SpecR // Y

f : X → Y は properなので、yに対して唯一のmorphism SpecR′ → X が存在
し、t0 7→ xである。すなわち、xと yは 1対１に対応しており、X が Ppを満た
せば Y は Ppを満たし、かつ Y が Psを満たせばX が Psを満たす。

R′をK(X)/kの任意の valuation ringとすると、既に示したようにR = R′ ∩
K(Y )はK(Y )/kの valuation ringである。

Rが center yを持ったとする。すると SpecR→ Y が存在し、f が properな
ので y に対して唯一の morphism SpecR′ → X が存在する。t0 7→ xとすると x
と yは 1対１に対応しており、Y が Ppを満たせばX は Ppを満たし、かつX が
Psを満たせば Y が Psを満たす。

(証明終)

(d)Xは既約な zariski spaceなので (Exercise 3.17)、K := K(X) = k(x1), X =
{x1}−, g : SpecK → X, t1 = (0) 7→ x1 とかける。gは dominantなので

g : dominant ⇔ g#P , ∀P ∈ SpecK : injective

⇔ g# : OX → g∗OSpecK : injective

⇒ g#(X) : OX(X)→ OSpecK(SpecK) = K : injective

であり、

X → Spec k
Ex.2.4⇒ k ⊆ OX(X)

と合わせて

k ⊆ OX(X) ⊆ K

となる。
さて、k ⊊ OX(X)と仮定して a ∈ OX(X)− k ⊆ K とする。kは代数的閉体

なので、a 6= 0は超越的数であり b = a−1 も同様である。よって、k[b] ⊆ K は多
項式環、k[b](b)はK の local ringであり、それを支配するK の valuation ring R
が存在する (Theorem 1.6.1A)。

X → Spec k は properなので、下図式左を可換とする h : SpecR → X が存
在し、従って対応して下図式右も可換となる。

SpecK
g //

i

��

X

f

� �

K OX(X)oo

h#(X){{xx
xx
xx
xx
x

SpecR

h

::

// Spec k R

OO

koo

OO
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Rは k[b](b) を支配するので、Rの極大 ideal mR に対し、mR ∩ k[b](b) = (b)e

となり、mR 3 bを得る。mR に単元はないので、v(b) > 0である。
上図式右の可換性から a = h#(X)(a) ∈ R を得るので v(a) ≥ 0 であるが

0 = v(1) = v(a) + v(b) > 0は矛盾である。従って OX(X) = kが成立する。

2.4.6

f : X → Y は affine varietyのmorphismなので、X = SpecA, Y = SpecB
は integral scheme、A, Bは整域である。また、f に対応する ring morphismを
ϕ : B → Aとすると f は finite typeなので Aは有限生成 B 代数である。

K = K(X) = FracAとし、Rを ϕ(B)を含むKの valuation ringとする。こ
のとき、ϕ′ : B → R, b 7→ ϕ(b)が存在するので、

K Aoo

ρ

~~
R

OO

B
φ′

oo

φ

OO

は可換となり、f が proper なので Theorem 4.7 より ρ : A → R が存在する。
A ↪→ K, R ↪→ K は inclusion なので、可換性から ρ(a) = a, a ∈ A となり、
R ⊇ Aを得る。

Theorem 4.11Aから整閉包に関し

ϕ(B) =
⋂

R⊇φ(B)

R ⊇ A

　から、Aの元は B 上整となる。Aは有限生成 B 代数なので、生成元がいずれ
も B 上整となることから Aは有限生成 B 加群である ([1], Corollary 5.2)。

2.4.7

一般に X1
f1→ X2

f2→ X3, Y1
g1→ Y2

g2→ Y3 のとき、fiber product の U. P.
(Universal Property)より (f2 × g2)(f1 × g1) = f2g2 × f1g1 : X1 × Y1 → X3 × Y3
である。よって、α2 = idC から、σ2 = (1× α)2 = 1× α2 = idX である。

(a) σ : X → X が semi-linear involutionなので、q : X → SpecCとすると

σ2 = idX , qσ = αq

を満たす。

X が affineの場合
σ : X = SpecA→ X に対応する ring homomorphismを δ : A→ Aとし、α :

SpecC→ SpecCに対応する ring homomorphismを β : C→ C, 1 7→ 1, i 7→ −i
とする。すると

δ2 = idA, δ|C = β
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であり、δ = 1⊗ β である8 。Aδ = {a ∈ A|δ(a) = a}とすると、

Aδ ⊗R C ≈ A

が成り立つ。
(∵) Aδ×C→ A, (1, 1) 7→ 1, (1, i) 7→ iは双線形写像なので a⊗1 7→ a, a⊗i 7→

ia, a ∈ Aδ が存在する ([1], Proposition 2.12)。
(単射性): aj ∈ Aσ, cj , dj ∈ Rに対し、∑

j

aj ⊗ (cj + idj) 7→
∑
j

ajcj + i
∑
j

ajdj = 0 (4)

とすると、
∑
j ajcj ,

∑
j ajdj ∈ Aδ なので、

0 = δ(
∑
j

ajcj + i
∑
j

ajdj) =
∑
j

ajcj − i
∑
j

ajdj

が得られ、式 (4)と合わせて∑
j

ajcj = 0,
∑
j

ajdj = 0⇒
∑
j

aj⊗(cj+idj) =
∑
j

ajcj⊗1+
∑
j

ajdj⊗i = 0

(全射性): a ∈ Aに対して、δ(i) = β(i) = −iより、

δ((a+ δ(a))/2) = (δ(a) + a)/2

δ((a− δ(a))/(2i)) = (δ(a)− a)/(−2i) = (a− δ(a))/(2i)

⇒ (δ(a) + a)/2, (a− δ(a))/(2i) ∈ Aδ

よって

(a+δ(a))/2⊗1+((a−δ(a))/(2i))⊗ i 7→ (a+δ(a))/2+((a−δ(a))/(2i))i = a

準同型性は明らかである。(∵終)
なお Aδ ⊗R C ≈ Aδ[i]も同様にして示せるので、A ≈ Aδ[i]である。
従って X0 = SpecAσ とすれば X = X0 ×R Cであり、既に示したように σ

は ring homemorphism 1⊗ βに対応する 1×R αに等しい。また、X0 → SpecR
は Proposition 4.1から separated、よってX0 は separatedである。

X が affineとは限らない場合
x ∈ X に対し、仮定から x, σ(x) ∈ SpecAとなる affineが存在し、x, σ(x) ∈

σ(SpecA) を満たす。X は C 上 separated なので Exercise 2.4.3 より SpecA ∩
σ(SpecA)は affineである。それを SpecAxとおくと、それらはX の open affine
coveringとなっている: X =

⋃
x SpecA

x

σ(SpecAx) = SpecAx となるので、

σx := σ|SpecAx : SpecAx
∼→ SpecAx

8f : X → X′, g : Y → Y ′ ⇒ f × g : X ×S Y → X′ ×S Y ′ が定義されるが、各 scheme が
affineの場合は、対応する ring homomorphismを ∗ をつけて表すと、(f × g)∗ = f∗ ⊗ g∗ となる。
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であり、σx が条件9 を満たすゆえ、すでに述べたことから

Ax = Bx ⊗R C = Bx[i], Bx = (Ax)σ

とかけ、

X =
⋃
x

SpecAx =
⋃
x

(SpecBx ×R C) = (
⋃
x

SpecBx)×R C

を得る。

SpecBx の貼り合わせには Exercise 2.2.12を用いる。Xx = SpecAx, Xx
0 =

SpecBx とし、Bx ↪→ Ax に対応する scheme morphism を ϕx : Xx → Xx
0 と

おく。
ここで、Bx ⊆ Ax = Bx[i]において、Bx[i]は Bx 上整なので (i2 + 1 = 0)、

ϕx は全射である ([1], Theorem 5.10)。

SpecAx

φx

��

SpecAx ∩ SpecAyoo // SpecAy

φy

��

Vxy = SpecAxfx
∼
ψxy

//

φx

��

55lllllllllllllll
SpecAyfy = Vyx

φy

��

iiRRRRRRRRRRRRRR

Uxy = SpecBxfx
∼
φxy

//

))RRR
RRRR

RRRR
RRR

SpecByfy = Uyx

uullll
lll

lll
lll

SpecBx SpecBx ∩ SpecByoo // SpecBy

(5)

図において

Ax = Bx[i] ⇒ Axf = Bxf [i] = Bx[i]f , f ∈ Bx

であり、

ϕxy : Uxy = SpecBxfx
∼→ SpecByfy = Uyx ⊆ SpecBx∩SpecBy, Bxfx ≈ B

y
fy
, fx ∈ Bx, fy ∈ By

と取れるので、これに対応して

ψxy : Vxy = SpecBxfx [i]
∼→ SpecByfy [i] = Vyx

⊆ SpecBx[i] ∩ SpecBy[i] = SpecAx ∩ SpecAy

を得る。Ring 版に直してみれば明らかなように、上図は可換図であり、特に
ϕyψxy = ϕxyϕx である。

9(σx)2 = id であり、qx = q|SpecAx とすると、αq = qσ ⇒ αqx = qσx = qxσx
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X が schemeなので Xx, ψx は Exercise 2.2.12の条件を満たす。それを用い
てXx

0 , ϕx は Exercise 2.2.12の条件を満たすことを示す。
(1) 定義から ϕxy は isomorphismである。ψxyψyx = 1より

ϕxyϕyxϕy = ϕxyϕxψyx = ϕyψxyψyx = ϕy

ϕy は全射なので ϕxyϕyx = 1である。
(2) ψxy(Vxy ∩ Vxz) = Vyx ∩ Vyz が成り立つこと、および ϕx, ϕy が全射であるこ
とから

ϕyψxy(ϕ
−1
x (Uxy ∩ Uxz)) = ϕy(ϕ

−1
y (Uyx ∩ Uyz))

⇒ ϕxyϕxϕ
−1
x (Uxy ∩ Uxz) = Uyx ∩ Uyz

⇒ ϕxy(Uxy ∩ Uxz) = Uyx ∩ Uyz
を得る。さらに ϕx の全射性から

ψyzψxy = ψxz ⇒ ϕzψyzψxy = ϕzψxz ⇒ ϕyzϕyψxy = ϕxzϕx

⇒ ϕyzϕxyϕx = ϕxzϕx ⇒ ϕyzϕxy = ϕxz

が成り立つ。
以上により Spec (Ax)σ は貼り合わせることができ、X0 =

⋃
x SpecB

x が得
られ、

X = X0 ×R C

を得る。
Fiber productの projection morphismを p1, p2 とすると、

X0 ×C = X ′
0 ×C⇒ p1(X0 ×C) = p1(X

′
0 ×C)⇒ X0 = X ′

0

より、X0 は一意的である。

X0 の separated性
C = R[i]は有限生成R加群なので SpecC→ SpecRは finiteである。従って、

任意の scheme Y に対して base change Y ×R C → Y も finiteである (Exercise
4.1の解答中、性質 1)。Y = X0×RX0とおくとX0×RX0×R C→ X0×RX0、
すなわち f : X0 ×R X = X ×C X → X0 ×R X0 は finiteである。

X
φ

yysss
ss
ss
ss
s

∆X/C

''NN
NNN

NNN
NNN

N

X0

∆X0/R

%%JJ
JJJ

JJJ
JJ

X ×C X
f

xxppp
ppp

ppp
pp

X0 ×R X0
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においてX は fiber productになっている (Exercise 4.4の証明中の性質 3。この
ような fiber productの図式は Cartesianと呼ばれている)。

f が finite なので ϕ : X → X0 も finite、従って closed morphism であり、
ϕ(X)は closedとなる。一方、ϕ : X → X0 は、局所的な ϕx : Xx → Xx

0 が全射
だったので、全射であり、従って

∆X0/R(X0) = ∆X0/Rϕ(X) = f(∆X/C(X))

X → C が separated なので ∆X/C は closed immersion、よって ∆X/C(X) は
closed である。f は finite なので closed ゆえ f(∆X/C(X)) は closed、すなわち
∆X0/R(X0)は closedとなる。
以上からX0 → Rは separetedである (Corollary 4.2)。

(b) X が X = SpecA なら X0 = SpecAσ より X0 は affine である。逆に
X0 = SpecB ならX = X0 ×R C = Spec (B ⊗R C)よりX も affineである。

(c) (c-1) f0 : X0 → Y0 が存在する場合
Y = Y0 ×R Cの U.P.から

f = f0 × 1 : X = X0 ×R C→ Y = Y0 ×R C, f0ϕX = ϕY f (6)

が存在する。
C

X = X0 ×R C
∃f //

φX

��

88qqqqqqqqqqq
Y = Y0 ×R C

φY

��

ffLLLLLLLLLLL

X0
f0 // Y0

この f が σY f = fσX を満たすことを示す。下図式において、中段の Y =
Y0 ×R Cの U.P.から

h : X → Y, ϕY h = f0ϕXσX (7)

となる hが一意的に存在する。

X
f //

σX

��

∃h

!!

Y

σY

��
X

f //

φX

��

Y

φY

��
X0

f0 // Y0

ここで、σY f, fσX とも関係式 (7)の ϕY h = f0ϕXσX における hに代入しても
成立する。なぜなら、次の性質 (5)に示すように

ϕXσX = ϕX , ϕY σY = ϕY
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が成り立つので、ϕY σY f = ϕY f = f0ϕX = f0ϕXσX であり、また式 (6)の両辺
に右側から σX を掛ければ得られるからである。
従って hの一意性から

σY f = fσX

である。

性質 5. ϕXσX = ϕX : X → X0

(証明) X0 =
⋃
j Vj , Vj = SpecBj とすると

X =
⋃
j

Uj , Uj = ϕ−1
X (SpecBj) = Spec (Bj ⊗R C)

である。このとき、

Bj
ι
↪→ Bj ⊗R C

1×α→ Bj ⊗R C

において、(1× α)|Bj
は埋込ゆえ ι = (1× α)ιとなり、Uj において ϕXσX = ϕX

が得られるので、X =
⋃
j Uj においても

ϕXσX = ϕX

が成り立つ。(証明終)

(c-2) f : X → Y, fσX = σY f が存在する場合
(a)の場合同様にして、任意の y ∈ Y に対して y, σY (y)共に含むような affine

開集合から成る open affine covering V i = SpecBi と ((a)参照)、それらに対す
る Y0 とその open affine covering V i0 = SpecBi0 が存在し、Bi = Bi0 ⊗Cを満た
す。このとき、U i = f−1(V i) =

⋃
j U

ij , U ij = SpecAij に対し、

f ij = f |Uij : U ij → V i

は separatedである10。
{U ij}も、任意の x ∈ X に対しては x, σX(x)共に含むような affine開集合か

ら成るようにできる。X に対応する X0 の open affine covering U ij0 = SpecAij0
が存在し、Aij = Aij0 ⊗Cを満たす。

Schemeに対応する環における準同型を下図式のようにおくと、σY f = fσX
から gijδiB = δijAg

ij を得る。

Aij Bi
gijoo SpecAij

fij

//

σij
X

��

SpecBi

σi
Y

��
Aij

δijA

OO

Bi

δiB

OO

gij
oo SpecAij

fij

// SpecBi

10Corollary 4.6(a), (b), (f)から、U ij
open immersion

↪→ U i separated−→ V i 全体は separatedである。
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一方、下図式が得られるので、

Aij Bi
gijoo SpecAij

fij

//

φij
X
��

SpecBi

φi
Y

��
Aij0

ιijA

OO

Bi0

ιiB

OO

gij0

oo SpecAij0
fij
0

// SpecBi0

b0 ∈ Bi0 に対して

δijA (g
ijιiB(b0)) = gijδiBι

i
B(b0) = gijιiB(b0)

から gijιiB(b0) ∈ A
ij
0 である。よって、g

ij
0 : Bi0 → Aij0 、すなわち f ij0 : SpecAij0 →

SpecBi0 が存在し、

f ij0 ϕ
ij
X = ϕiY f

ij (8)

を満たす。
この f ij0 を貼り合わせて f0 : X0 → Y0を構成するには SpecAij0 ∩ SpecAkl0 に

おいて f ij0 , f
kl
0 が等しいことを示す必要がある。

Fiber productのprojection ϕXによるSpecAij0 ∩SpecAkl0 の逆像はSpecAij∩
SpecAkl となり

ϕ′
X = ϕ|SpecAij∩SpecA : SpecAij ∩ SpecAkl → SpecAij0 ∩ SpecAkl0

を満たす。(a)で示したようにBf [i] ≈ B[i]f はBf 上整なので、ϕ′
Xは全射である。

h := ϕY f : X → Y0は既に定義されているので、当然のことながら SpecAij ∩
SpecAkl において h|SpecAij , h|SpecAkl は等しくなる。
従って、式 (8)から SpecAij ∩ SpecAkl において

f ij0 ϕ
′
X = h|SpecAij = h|SpecAkl = fkl0 ϕ

′
X

であり、ϕ′
X が全射なので f ij0 = fkl0 となる。

以上により、f ij0 を貼り合わせることができ、f0 : X0 → Y0 を得る。

(d) Semi-linear involution σに対応する ring morphism δ = σ∗ は

δ : C[x]→ C[x], f(t) =
∑
i

ait
i 7→ f(δ(t)) =

∑
i

aiδ(t)
i

であり11 、δ2 = idを満たす12 。すると

δ(t) = β(1− t/β), β ∈ C

11Semi-linear の ring バージョンは

C[t] C[t]
δ=σ∗
oo

C

OO

C

OO

α∗
oo

となるが、α∗ は共役を表すので、δ(α) = α, α ∈ C である。
12σ2 = idX ⇒ (σ2)∗ = (σ∗)2 = (idX)∗ = idC[t]
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となる13。
このとき、a, bを aβ+ b− b = 0を満たすようにおくと、δ(at+ b) = at+ bが

成り立つ14 。そこで

ε : C[t]→ C[s], t 7→ (s− b)/a, f(t) 7→ f(ε(t))

とおくと15

δ′ = εδε−1 : C[s]→ C[s], s 7→ s, c 7→ c, c ∈ C

を得る。
C[t]

δ //

ϵ

��

C[t]

ϵ

��
C[s]

δ′ // C[s]

よって、δ′ はC[s]の semi-linear involutionとなる。
従って δ(t) = tとしてよく、すると

δ(f(t)) = f(t)⇒ f(t) = f(t)⇒ C[t]σ = R[t]

より

X = A1
C = SpecR[x]×R C⇒ X0 = SpecR[x] = A1

R

が得られる。

(e) X = P1
C = ProjC[x0, x1]において semi-linear involutionを σ : X → X

とする。当面、P1
C = A1

C ∪ {∞}とみなして進める (Exercise 1.6.6参照)。

1) σに固定点がない場合
Rの元に対応している閉点を x ∈ X とする。σは semi-linear automorphism

なので σ(x)も Rの閉点となり (∞を含む)、Rで x, σ(x)を 0,∞に変換する一
次変換 λ∗ : R → Rは係数をRの元にできる (Exercise 1.6.6)。さらに、これを
多項式環に拡張しておく。具体的には、多項式の係数を変換するのみである。
対応する scheme morphism λ は x, σ(x) をそれぞれ 0 = (t),∞ = (t−1) に

写す。
X

σ //

λ
��

X

λ
��

X
σ′

// X

すると σ′ = λσλ−1は閉点 0を∞に写す semi-linear involutionとなる。よっ
て、以下では σ(0) =∞とする。

13次数の比較から deg δ(t) = 1 なので δ(t) = γt+ β とすると δ2(t) = t より得られる。
14s = iβ(β − 2t) はその一例
15c 7→ c, c ∈ C に注意。ε(t) の t に c を代入するのではない。
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このとき

U := X − {x, σ(x)} = SpecC[t, t−1]

である。実際、(t), (t−1)は 0,∞に対応しているが、C[t, t−1]において (t), (t−1)
は prime idealではない。一方、そのほかの prime ideal (f(t))では f(t)は非零定
数項を持つので (t), (t−1)ではない。

σに対応するC[t, t−1]における ring morphism δ := σ∗ は

δ : C[t, t−1]→ C[t, t−1], f(t) =
∑
i

ait
i 7→ f(δ(t)) =

∑
i

aiδ(t)
i

である (f(t) :=
∑
i ait

i)。

δ(t) = tng(t), g(0) 6= 0, g(t) ∈ C[t], n ∈ Z, m = deg g(t) ≥ 0

とすると、δ2 = idより

δ2(t) = δ(tng(t)) = (tng(t))ng(tng(t)) = t (9)

となるが、最高次数 =最低次数 = 1による

(n+m)n+ (n+m)m = n2 + nm = 1⇒ m = 0, n = ±1

と、δ2 = idから

δ(t) = at, |a|2 = 1, a ∈ C or a/t, 0 6= a ∈ R (10)

である。
δ(t) = at, |a|2 = 1のとき、α2 = aを満たす αをとると、U の closed point

(α/t− 1)は σの固定点となり16 、矛盾である。
δ(t) = a/t, 0 6= a ∈ Rのときは、もし a > 0とすると δ(t−

√
a) = a/t−

√
a =√

a/t(
√
a− t)となり閉点に対応する ideal (t−

√
a)が変わらないので、a < 0で

ある。t←
√
−atと変換すると

δ(t) = −t−1

となる。δ(a) = a, a ∈ Cは変わらないので、σは semi-linearである。

さて、ここで

P1
C = ProjC[W,Y,Z]/(WY + Z2)

となることを示す。

C[t] = C[t, y]/(y + t2) = C[Y/W,Z/W ]/(Y/W + (Z/W )2)

16δ(α/t− 1) = α/(at)− 1 = αa/t− 1 = αα2/t− 1 = α/t− 1
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は t = Z/W, y = Y/W とすることにより成立し、y + t2 = 0から −t−1 = t/y =
Z/Y となる。

C[t−1] = C[t−1, z]/(z + (t−1)2) = C[W/Y,Z/Y ]/(W/Y + (Z/Y )2)

は、−t−1 = Z/Y, z =W/Y から得られる。
一方、ProjC[W,Y,Z]/(WY + Z2)において、T := C[W,Y,Z]/(WY + Z2)

とすると、T(W ) = C[t], T(Y ) = C[t−1] なので、D+(W ) = SpecC[t] = X −
x, D+(Y ) = SpecC[t−1] = X − σ(x)の unionはX となる。よって、

X = P1
C = ProjC[W,Y,Z]/(WY + Z2)

である。
δ の演算は t = Z/W, −t−1 = Z/Y の交換、すなわちW,Y の交換と Cの共

役化に対応している。

さて、U = (W +Y )/2, V = i(Y −W )/2とおくと、WY +Z2 = U2+V 2+Z2

より

X = ProjC[U, V, Z]/(U2 + V 2 + Z2)

であるが、δ はW,Y の交換と Cの共役化なので、δ : U 7→ U, V 7→ V となり、
C[U, V, Z]/(U2 + V 2 + Z2)においてはCの共役化だけの操作になる。従って

X0 = Proj (C[U, V, Z]/(U2 +V 2 +Z2))σ = ProjR[U, V, Z]/(U2 +V 2 +Z2)

を得る。

2) σに固定点が存在する場合
固定点は存在するとすれば 2個以上である。

(∵) 固定点が 1個のみと仮定し、それを xとする。x以外の閉点 yをとると、そ
れは固定点ではないので、以前と同様、y = 0 = [1 : 0], σ(y) =∞ = [0 : 1]とお
ける。X − {0,∞} 3 xなので、X = (X − {x}) ∪ (X − {0,∞}) である。

x に対応する極大 ideal を (fx) とおくと、U := X − {x} = D+(fx) =
SpecC[t0, t1](fx) なので、(d)から

U0 = SpecR[t0, t1](fx)

となる。
一方、V := X − {0,∞} = SpecC[t, t−1]なので、式 (10)から

δ(t) = at, |a|2 = 1, a ∈ C or a/t, a ∈ R

となる。
δ(t) = at, |a|2 = 1の場合。a = α/α, α ∈ Cを満たす αをとると、(t−α)は

固定閉点となる。このような αは複数個存在するので、1個という仮定に反する。
δ(t) = a/t, a ∈ Rの場合。V = SpecC[t, t−1] 3 xより固定閉点が存在するの

で、それを (t−α)とすると、((t−α)) = δ−1((t−α)) = δ((t−α)) = (δ(t)−α)⇒
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a = |α|2 > 0より a > 0である。しかし、a = |α|2 を満たす αは複数個存在する
ので、1個という仮定に反する。従って、固定閉点は存在するとすれば複数個で
ある。(∵終)

2個の固定点を 0 = [1 : 0],∞ = [0 : 1]としてよい。このとき、X − {0} =
SpecC[t0, t1](t0) に対しては、(d)より

(SpecC[t0, t1](t0))
σ = SpecR[t0, t1](t0)

であり、同様に、X − {∞} = SpecC[t0, t1](t1) に対しては

(SpecC[t0, t1](t1))
σ = SpecR[t0, t1](t1)

である。

X = D+(t0) ∪D+(t1) = SpecC[t0, t1](t0) ∪ SpecC[t0, t1](t1)

なので、

X0 = SpecC[t0, t1]
σ
(t0)
∪SpecC[t0, t1]

σ
(t1)

= SpecR[t0, t1](t0)∪SpecR[t0, t1](t1)

= DR
+ (t0) ∪DR

+ (t1) = P1
R

が成立する。

2.4.8

(d) f : X → Y, g : Z →W とする。
X ×Y (Y × Z) = X × Z から、(c)より p3 : X × Z → Y × Z はP を満たす。
(Y ×W )×W Z = Y × Z から、(c)より r1 : Y × Z → Y ×W はP を満たす。

X

f P

��

X × Z

f×g

��

p1oo p2 //

p3

P

%%KK
KK

KK
KK

K Z

g P

��

Y × Z

r1

P

yysss
ss
ss
ss

r2

;;wwwwwwwww

Y Y ×W
q1oo q2 // W

上図式において、f × g = r1p3 である。(∵) X × Z = X ×Y (Y × Z)から
q1r1p3 = fp1 を得、Y × Z = (Y ×W ) ×W Z から q2r1 = gr2 を得、Y × Z の
U.P.(Universal Property)から r2p3 = p2 を得る。よって q2r1p3 = gr2p3 = gp2
となり、Y ×W の U.P.から f × g = r1p3 が成り立つ。(∵終)
従って (b)より f × g : X × Z → Y ×W はP を満たす。

(e) 下図式において、gが separetedなので∆は closed immersion、よってP
を満たす。Y ×Y×ZY (X ×Z Y ) = (Y ×Y×ZY X)×Z Y = (X ×Y×ZY Y )×Z Y =
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X ×Y×ZY (Y ×Z Y ) = X から、(c)より Γf はP を満たす。gf はP を満たす
ので、(c)より qはP を満たす。

X ×Z Y //

q

P
&&MM

MMM
MMM

MMM

zzvv
vv
vv
vv
v

zzvv
vv
vv
vv
v

Y ×Z Y

X

gf

P

$$I
II

II
II

II
I X

f
//

P Γf

OO

idoo Y

g(separated)
xxqqq

qqq
qqq

qqq

∆(c.i.(closed immersion))P

OO

Z

X ×Z Y の U.P.から f = qΓf であり、(b)から f はP を満たす。

(f) 一般に Scheme X に対する reduced scheme Xred は、X の affine open
subset Aに関する全射A↠ A/N(A)の貼り合わせで構成されているので、Xred →
X は closed immersionである。

Exercise 2.2.3(c)よりXred → X → Y はXred → Yred → Y に等しい。Closed
immersionはP を満たすので、(b)より Xred → X → Y はP を満たし、よっ
て Xred → Yred → Y は P を満たす。Yred → Y は closed immersion なので
separatedであり、(e)よりXred → Yred はP を満たす。

Xred
c.i.

P
//

""F
FF

FF
FF

F X
f

P
// Y

Yred

c.i.→separated

==||||||||

2.4.9

下図式において (Pr
Z ×Z Ps

Z) ×Ps
Z
Y = Pr

Z ×Z Y = Pr
Y なので、closed

immersion g′ の base changeである pも closed immersionである。

X
f //

c.i.(closed immersion)

f ′

  B
BB

BB
BB

B Y
g //

c.i.

g′ %%KK
KKK

KKK
KKK

Z

Pr
Y

99sssssssssss

c.i.

p

$$JJ
JJJ

JJJ
JJ

Ps
Z

β

::uuuuuuuuuu

Pr
Z ×Z Ps

Z

α

::tttttttttt
h // Prs+r+s

Z

e

OO

Closed immersionをPとおくと、Exercise 4.8(a)-(c)が成立することから closed
immersionの productは closed immersionである。
従って Pr × Ps → Prs+s+r が closed immersionゆえ (性質 6)、h : Pr

Z ×Z
Ps
Z = Pr × Ps × Z → Prs+s+r × Z が closed immersionとなる (Pn := Pn

Z =
ProjZ[x0, · · · , xn])。
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可換性から gf = βαpf ′ なので、βα = ehなら (後述の ??)、gf は projective
morphismとなる。

性質 6. Segre-embeddingは closed immersionである、すなわち
Pr ×Ps → Prs+s+r: closed immersion

(証明)一般にS = A[x0, · · · , xn]のとき、ProjS =
⋃
i SpecS(xi)は open affine

coveringである (Proposition 2.5)。従って、

Prs+r+s =
⋃
i,j

SpecA[z00, · · · , zrm](zij)

Pr ×Ps =
⋃
i,j

Spec (A[x0, · · · , xr](xi) ⊗A[y0, · · · , ys](yj))

であるが、

A[z00, · · · , zrm](zij) ↠ A[x0, · · · , xr](xi) ⊗A[y0, · · · , ys](yj)
zkl/zij 7→ xk/xi ⊗ yl/yj

は全射なので

Pr ×Ps → Prs+r+s

は closed immersionである。(証明終)

?? 可換性 βα = eh
Projective n-space Pn = ProjZ[x0, · · · , xn]は Z上なので

Z→ Z[x0, · · · , xn](xi)

はどのように分解されようと一致している。よって

Pr ×Ps → Ps → Z

Pr ×Ps → Prs+r+s → Z
は等しい。これらに Z で fiber productを取れば、βα = ehを得る。

Projective morphismが Exercise (a)-(c)を満たすこと
(a) f : X → Y が closed immersionならば、f : X → P0

Y = Y → Y なので、
projective morphismである。
(b) 既に示した。
(c) f : X → Y を projective morphismとする。

X ×Y Z

ttjjjj
jjjj

jjjj
jjjj

jjj

c.i.

�� &&MM
MMM

MMM
MMM

M

X

f

**TTT
TTTT

TTTT
TTTT

TTTT
TTT
c.i.// Pn

Y

''NN
NNN

NNN
NNN

NN
Pn
Y ×Y Z = Pn

Z
//oo Z

xxqqq
qqq

qqq
qqq

q

Y
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においてX → Pn
Y は closed immersionである。

X ×Pn
Y
×(Pn

Y ×Y Z) = X ×Y Z

からX ×Y Z → Pn
Y ×Y Z も base changeにより closed immersionである。

Pn
Y ×Y Z = Pn × Y ×Y Z = Pn × Z = Pn

Z

なので、X ×Y Z → Z は projective morphismである。

2.4.10

(a) ϕ : X → S が properで S は noetherianとすると、ϕの finite-type性か
らX は noetherianである (Exercise 2.3.13(g))。よってX は有限個の既約成分の
和集合となる: X =

⋃
i∈I Xi, |I| <∞

このとき、Xi ↪→ Xは closed immersionとなる。なぜなら、closed immersion
は localな性質なので (Exercise 2.4.3の解答中、性質 2)、X の affine subset V と
その逆像の V ∩Xi に Exercise 2.3.11(b)を適用すれば closed immersionとなる
からである。
よって、ϕi : Xi

c.i.→ X
φ→ S は properである。もし ϕi : Xi → S に対して

Chow’s Lemmaが証明できたとする。すなわち、S上 projectiveなX ′
i、gi : X ′

i →
Xi、および open dense Ui ⊆ Xiが存在し、gi|g−1

i (Ui)
: g−1
i (Ui)

∼→ Uiとできたと
する。ここで、

X ′ =
∐
i

X ′
i, g =

∐
i

gi : X
′ → X

Vi = X −
⋃
j ̸=i

Xj = Xi −
⋃
j ̸=i

Xj

U =
∐
i

(Ui ∩ Vi)

とおく。すると Ui ∩ Vi はXi で openであり、Xi が既約なので

(Ui ∩ Vi)− = Xi ⇒ U− =
∐
i

(Ui ∩ Vi)− = X

から U はX で open denseとなる。また、

g−1(U) =
∐
i

g−1(Ui ∩ Vi) =
∐
i

g−1
i (Ui ∩ Vi) ≈

∐
i

Ui ∩ Vi = U

である。
さらにX ′ → Sは projectiveである。実際、n ≤ mのときPn → Pmは closed

immersionである。なぜなら、closed immersionは localな性質であり、Pn → Pm

を open affine coverで考えると、

Z[x1, · · · , xn, y1, · · · , ym]→ Z[x1, · · · , xn]
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t(x1, · · · , xn, y1, · · · , ym) 7→ t(x1, · · · , xn, 0, · · · , 0)

は全射だからである。よってPn
S → Pm

S は closed immersionである。また、X ′
i → S

は projectiveなので、十分大きな N に対して X ′
i → PN

S は closed immersionで
あり、再び closed immersionの local性から

X ′ =
∐
i

X ′
i → PN

S

は closed immersionとなる。
以上によりX ′ → S は projectiveとなる。

(b) ϕ : X → S は finite typeなので

X =
⋃
ij

Xij , ϕ
−1(Si) =

⋃
j

Xij , S =
⋃
i

Si, Xij = SpecAij , Si = SpecBi

において、Aij は有限生成 Bi 代数であり、その生成元を a1, · · · , an とすると、

Bi[x1, · · · , xn] ↠ Aij = Bi[a1, · · · , an]

から

SpecAij
c.i.→ An

Bi

は closed immersionとなる。
ここで、Xij の添字を振り直してX =

⋃
i Ui とすれば、Ui は open affineで

Ui
c.i.→ An

Bi

となり、Ui の像は closedである。
一方、An

Bi
⊆ Pn

Bi
は open subsetであり、Si = SpecBi ⊆ S から Pn

Si
⊆ Pn

S

も open subsetである。これらをまとめると、

Ui
c.i.→ An

Bi

o.i.→ Pn
Si

o.i.→ Pn
S → S (11)

となる (o.i.は open immersion)。なお、テキストでも混同して用いているが、Pn
Si

と Pn
Bi
は同一である。

すると、Pn
SへのUiの像は閉集合と開集合の共通部分となる。それは、閉集合へ

の open像とそれに続く閉集合の埋め込みと見ることができるが、実際、Ui → Pn
S

の scheme-theoretic imageを Pi とすると

Ui
ϕi(o.i.)→ Pi

c.i.→ Pn
S → S (12)

となり (Exercise 2.3.11(d))、Pi → S は projective、従って、Ui は S 上 quasi-
projectiveである。

(d) 先に、(d)を証明する。
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X は既約なので U =
⋂
i Ui 6= ∅はX で denseである。Pi → S が projective

なので P = P1 ×S · · · ×S Pn → S も projectiveである (Exercise 4.9)。
S 上の U ↪→ Ui → Pi から

φ : U → P, piφ = φiαi, αi : U ↪→ Ui (13)

が存在し、さらに U → X と合わせて、f : U → X ×S P が存在する。
それを

f : U
ΓP→ U ×S P

µ(oi)→ X ×S P

と分解したとき17、ΓP : U → U×SP は closed immersionとなる (Exercise 4.8(e)
で示した)。

X ′ を f の scheme-theoretic imageとすると

X ′ = f(U)− = µΓP (U) = ΓP (U)
X×SP

f : U
o.i.→ X ′ σ(c.i.)→ X ×s P (14)

とかける。f は open immersionと closed immersionに分解できる (式 (11)から
式 (12)を得たのと同様)。

g = q1σとおくと

g−1(U) = σ−1q−1
1 (U) = σ−1(U ×S P ) = X ′U×SP

= ΓP (U) = ΓP (U) ≈ U

を得るが、下記の性質 7からこれは U ∩ P の scheme-theoretic imageである。
このとき、q1f = ιから gf |U = ι : U → U, g−1(U) = f |U (U) = f(U) ≈ U な

ので、

g|f(U) : g
−1(U)

∼→ U

が成立する。今後、U ′ = f(U)と U は適宜同一視する。

性質 7. f : Z → X の scheme-theoretic imageを Y とする。X の open U に対
し、f : Z → U → X と分解できるとき、Y ∩ U は U の scheme-theoretic image
である。

17U ×S P ⊆ X ×S P において、U ×S P → U は q1” = q1|U×SP であり、U ×S P → P は
q2” = q2µ である。U ×S P の U.P. から ΓP : U → U ×S P が存在し q1”ΓP = idU , q2”ΓP = φ
を満たすので、f = µΓP である。

X ×S P

q1

}}zz
zz
zz
zz
zz
zz
zz
zz
zz
z

q2

��4
44

44
44

44
44

44
44

U ×S P

q1”

{{ww
ww
ww
ww
w

µ

OO

q2” ##G
GG

GG
GG

GG

X Uoo U
idU

oo

ΓP

OOf

AA

// P
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(証明) f は Z → Y ↪→ X でも Z → U ↪→ X でもあるので、

f : Z → Y ∩ U ↪→ U ↪→ X

である。
Y ′を、Z → Y ∩U ↪→ U とZ → Y ′ ↪→ U が等しくなるU の closed subscheme

とし、Y ′ = Y ” ∩ U, Y ” ⊆ X : closedとする。
f : Z → Y ” ∩ U ↪→ U ↪→ X は f : Z → Y ” ∩ U ↪→ Y ” ↪→ X に等しいので、

Y → X は Y ”を通り、f : Y → Y ”→ X となる (Exercise 2.3.11(d))。
よって、Y ∩ U → U は Y ∩ U → Y ” ∩ U → U に等しく、再び Exercise

2.3.11(d)から、Y ∩ U は f ′ : Z → U の scheme-theoretic imageとなる。(証明
終)

(c) h : X ′ → P が closed immersionとなることを証明する。

X ×S P

q1

��

q2

��

X ′

σ

OO

g

��

h

%%

Ui”

g′





OO

γi //

h′

((

X ×S Wi

η

]];;;;;;;;;;;;;;;;;

q′1

��

q′2





U ′
i

OO

g|U′
i

��

X U = U ′

δ

==

ι
xx

OO

vi

77

ϕ
//

αi

��

Wi

Γ

LL

//

��

P

pi

��
Ui

ϵ

ccGGGGGGGGGG
ϕi // Vi

ϕ−1
i

hh // Pi

φi は open immersionなので

Vi = φi(Ui), Wi = p−1
i (Vi), U

′
i = g−1(Ui), Ui” = h−1(Wi) (15)

は全て openである。

Ui”はX ′ をカバーすることを示す。
(∵) (d)より U ≈ g−1(U) ⊆ g−1(Ui) = U ′

i なので

U // U ′
i

// Ui // Pi

Ured
//

OO

(U ′
i)red

β

OO
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は可換図となり (Exercise 2.3(c))、φig|U = φiι = φiαi = piφ = pih|U から、
φig, pihは Ured で一致する。
このとき、Pi → Sはprojectiveゆえ separatedである (Theorem 4.9)。SpUred =

SpU, Sp (U ′
i)red = SpU ′

i より、Ured は (U ′
i)red で denseなので、Exercise 4.2か

ら φigβ = pihβ を得る。従って、位相空間では、φig|U ′
i
= pih|U ′

i
である。

すると

U ′
i = g−1(Ui) ⊆ h−1hg(Ui) ⊆ h−1p−1

i pihg
−1(Ui)

= h−1p−1
i φigg

−1(Ui) ⊆ h−1p−1
i φi(Ui) = h−1p−1

i (Vi) = h−1(Wi) = Ui”

となる。
従って、

X ′ = g−1(X) = g−1(
⋃
i

Ui) =
⋃
i

g−1(Ui) =
⋃
i

U ′
i ⊆

⋃
i

Ui”

より、X ′ =
⋃
i Ui”である。(∵終)

X ′ は Ui”でカバーされるので、h : X ′ → P が closed immersionであること
を示すには h′ = h|Ui” : Ui”→ Wi が closed immersionであることを言えばよい
(closed immersionの local性)。

ui :Wi
p′i→ Vi

ϕ−1

→ Ui → X

においてX → S が separatedなので

Γ :Wi → X ×S Wi, q
′
1Γ = ui, q

′
2Γ = idWi (16)

は closed immersionである。
このとき

U ′ = f(U) ≈ U ϕ→Wi
Γ→ X ×S Wi (17)

の18 scheme-theoretic imageは、U ′ → X ×s P の scheme-theoretic imageがX ′

なので (U ′ → X ′ σ→ X ×S P )、

X ′ ∩ (X ×S Wi) = σ−1(X ×S Wi) = σ−1q−1
2 (Wi) = h′−1(Wi) = Ui” (18)

となる (性質 7)。

U ′ → Ui”
γi(ci)→ X ×S Wi (19)

は式 (17)のmorphismに等しく

Γφ = γiδ (20)

18式 (13) から φ(U) ⊆ p−1
i piφ(U) = p−1

i φiαi(U) = p−1
i φi(U) ⊆ p−1

i φi(Ui) = Wi
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を得る。
なお、式 (18)から

γi = σ|Ui”

である。σがX ′ → X ×S P の canonical morphism (fiber productのDefinision,
p. 87における θのこと )なので、その制限morphism γiも canonical morphism
となる。よって、

γi : Ui”→ X ×S Wi, q
′
1γi = g′, q′2γi = h′ (21)

を満たす。ここで、g′ : Ui”→ X, h′ : Ui”→Wiはそれぞれ g, hの制限morphism
である。

Γ が closed immersion ゆえ Wi は X ×S Wi の closed subscheme なので、
scheme-theoretic image の U.P. から Ui” → Wi が存在し、下図は可換となる
(Exercise 2.3.11(d))。

U ′ //

!!B
BB

BB
BB

B Ui”
γi(ci)//

��

X ×S Wi

Wi

Γ(ci)

::uuuuuuuuuu

このとき、以下に示すように Ui”→Wi は h′ に等しい。γi = Γh′ を示す。
X ×S Wi の U.P.(Universal Property)より

vi : U
′ → X ×S Wi, q

′
1vi = ι, q′2vi = φ (22)

が存在する。
X ×S Wi

q′1

zzvvv
vv
vv
vv
v q′2

��
X U ′ιoo

vi

OO

ϕ
// Wi

Γ

^^

このとき、Γの定義から

q′1(Γφ) = uiφ = εφ−1
i p′iφ = ι, q′2(Γφ) = idWi

φ = φ (23)

なので、X ×S Wi の U.P.から

vi = Γφ (24)

を得る。すると、式 (20)から

vi = γiδ : U
′ → X ×S Wi (25)

が成り立つ。ここで、δ : U ′ → Ui”である。

φ
(22)
= q′2vi

(25)
= q′2γiδ

(21)
= h′δ (26)
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より

γiδ = vi = Γφ = Γh′δ (27)

を得る。
このとき、「Ui”はX ′ をカバーする」で示したときと同様にして

γi = Γh′ (28)

が成り立つ。
γi は closed immersion、Γも closed immersionゆえ separatedなので、h′ =

h|Ui” は closed immersionである。
従って h : X ′ → P は closed immersion、ゆえに projectiveとなり、P → S

は projectiveなので、X ′ → S は projectiveとなる。

2.4.11

(a)K = FracOに対して、Lが有限生成K-代数なので、Lの超越元 y1, · · · , ym
を用いて L/K(y1, · · · , ym)が代数拡大となるようにできる。

O” = O[y1, · · · , ym], K ′ = K(y1, · · · , ym)

とすると K ′ = FracO”であり、L/K ′ は有限拡大 (moduleとして有限)である
([4], 5章§4補題 C)。
O”/(m + (y1, · · · , ym)) = O/mが体なので、p = m + (y1, · · · , ym)は極大で

あり、O′ = O”pはm′ = ppを極大 idealとする noetherian local domainとなる。
ここでもし、O′,m′, L/K ′に対して証明できたとする。すなわちO′をdominate

する discrete valuation ring R ⊆ Lが存在したとすると、

R ⊇ O′ ⊇ O” ⊇ O

mR ∩ O′ = m′ ⇒ mR ∩ O = m′ ∩ O = (pp ∩ O”) ∩ O = p ∩ O = m

より、O,m, L/K に対して証明できたことになる19。
以下、改めてO,mを局所環、K = FracOでL/Kは有限拡大とする。Noethe-

rian domainの idealは有限生成なので (そうでなければ昇鎖律に反する)、m =
(x1, · · · , xn)とおける。

Theorem 1.6.1Aより、K にはOを dominateする valuation ring Rv ⊆ K が
存在する。Rvの極大 idealをmvとすると、m = mv ∩O ⊆ mvより v(xi) > 0, ∀i
である。最小な valuationを与える xi を x1 とし

O′ = O[x2/x1, · · · , xn/x1]

とおく。すると v(a) ≥ 0, a ∈ Oなので、vの性質から v(y) ≥ 0, y ∈ O′であり、
よって O′ ⊆ Rv となる。

19整域 A に対し、[1], Proposition 3.11, iv) より pp ∩ A = p である。あるいは a/s = b/1 ∈
A, a ∈ p, b ∈ A, s 6∈ p とすると、A は整域なので、bs = a ∈ p ⇒ b ∈ p
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q = mv ∩ O′ 63 1は O′ の prime idealであり

x1 ∈ m ⊆ mv ⇒ x1 ∈ q ⇒ x1O′ ⊆ qO′ = q 63 1⇒ (x1) 63 1

より、(x1) 6= O′ である。よって x1 は単元ではない。零因子でないのは、O が
整域なのでO(x1)も整域であり、従ってO′ ⊆ O(x1)からO′も整域であることに
よる。
よって (x1)を含む最小 prime idealを pとすると、ht p = 1となり ([1], Corol-

lary 11.16)、dimO′
p = ht p = 1が得られる。このO′

pは noetherian local domain
である。
O′

pに対し、Krull-Akizuki定理 [[3], Theorem 11.7, Corollary] を適用すると、
Lにおける整閉包 Õ′

pはDedekind domainとなる。従ってO′
pの極大 ideal ppの

拡大を含む極大 ideal m̃ ⊇ (pp)
e による局所環 Rは DVRとなる ([1], Theorem

9.3)。
このとき、

R = (Õ′
p)m̃ ⊇ Õ′

p ⊇ O′
p ⊇ O′ ⊇ O

であり、次の性質 8より、(Õ′
p)m̃はO′

pを dominateし、O′
pはOを dominateし

ている。よって、Rは Oを dominateする。

性質 8. 整域系列 B ⊆ A ⊆ Ap において、(B,m)が局所環、p ⊇ me ならば、Ap

は B を dominateする。

(証明) pp ∩B = (pp ∩A) ∩B = p ∩B ⊇ me ∩B = mec
∗∗∗
⊇ m⇒ pp ∩B = m

なお、***は [1], Proposition 1.17, i)による。(証明終)

(b) DVRは valuation ringの一種なので、必要性は明らかである。
十分性については、Theorem 4.3及び Theorem4.7の Conversely以下におい

て、Oを dominateする valuation ringを (a)で示されたDVRに置き換えるだけ
で証明は全く同じである。

2.4.12

(a) Valuation ring Rの極大 idealを mとすると、0 6= ∀t ∈ mは超越数であ
る。なぜなら、もし代数的数だとすると∑

i

ait
i = 0, 0 6= a0 : unit, ai ∈ k ⇒ a0 = −t

∑
i

ait
i−1 ∈ m

となってしまうからである。
K は function field of dimension 1 over kなので、定義 (p. 39)から K は有

限生成 k-代数であり、k(t)上の有限代数拡大となる (極大な代数的独立集合が超
越的基底なので {t}は超越基底)。

RがK/kの valuation ringなので、定義 (本書 p.40)からK = FracR, R ⊇ k
である。k(t) = k(t−1)より t ∈ Rとしてよく、よって R ⊇ k[t]である。
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k[t]は 1次元 noetherian domainで整閉なので dedekind domainであり ([1],

Theorem 9.3)、よってTheorem I.6.3AよりB = k̃[t](整閉包)も dedekind domain
である。

RはK = FracRで整閉なので R ⊇ Bである。このとき Rの極大 idealを m
としたときm∩BはBで極大となる。実際、m∩B ⊆ ∃mB ⇒ meB ⊆ m⇒ mB ⊆
mecB ⊆ mc = m ∩B である。
すると、BmB

↪→ Rm が成り立つ。なぜなら、b/s = 0 ∈ BmB
⇒ bt = 0, t ∈

B − mB とすると、mB = m ∩ B から t 6∈ mゆえ、Rm において b/s = 0から
well-defineであり、また単射は明らかだからである。
よってRm = RはBmB

を dominateする20。しかるにBは dedekind domain
なので BmB

は DVRであり ([1], Theorem 9.3)、dominateの意味で極大なので、
R = BmB

は DVRとなる。

(b)
(1)Xを代数的閉体 k上 2次元 integral proper nonsingular scheme(noetherian

が前提)、Y をX における 1次元既約曲線、x1 を Y の生成元とする。
x1を含む affine openを U = SpecA ⊆ X、x1に対応するAの prime idealを

pとし、Z = Y ∩ U とおく。

dimZ = dimY ∩ U = dimY = 1

codim (Z,X) = dimX − dimZ = 1

このとき、次に示す性質 9より codim(Z,X) = ht pなので、

dimOx1,X = dimAp = ht p = 1

を得る。
X は nonsingularなので、x1 において nonsingularであり Theorem 1.5.1よ

りR := Ox1,X は regularである (x1近傍の局所的性質なので affineとしてよい)。
1次元 regular local ringは DVRなので ([1], Lemma 11.23直後の記述)、R

は DVRである。
Ap は U、ひいては X の openなので、K = FracAp = FracOx1,X = FracR

であり、R ⊇ kより RはK/kの DVRである。
また、R ⊇ Ox1,X から x1 を centerとして持つ。
なお、x1 は closed pointではない。なぜなら、closed pointは Aにおいて極

大となるので高さ 2となるはずであるが、ht p = 1なので、極大にはなりえない
からである。

性質 9. X = SpecAの既約閉集合 Y の生成元に対応する Aの prime idealを p
とすると、codim(Y,X) = ht pである。

(証明) pは生成元に対応しているので Y = V (p)である。

20既に示したように、一般に整域 A,B が A ⊆ B を満たし B が local ring なら、mB ∩ A は A
の極大 ideal となる。よって、A が local ring なら mA = mB ∩A である。
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codim(Y,X) = nとすると

V (p) = Y ⊊ Y1 ⊊ · · · ⊊ Yn

となる最大長既約閉集合系列が存在する。
一般に既約閉集合が Y = V (a)のとき aは prime idealとしてよく21、

V (p) ⊆ V (q)⇔ p ⊇ q

が成り立つ (Lemma 2.2.1(c))。従って、上記系列は、

p ⊋ p1 ⊋ · · · ⊋ pn

に 1対 1に対応する。
(証明終)

(2) X ′ は noetherianとする (暗に仮定されていると思われる)。

X ′ が nonsingularの場合
(1) から R = Ox1,X′ は K(X ′)/k の DVR となるが、X ′ と X は birational

なので K(X ′) = K(X) = K から (Corollary I.4.5, (iii))、Rは K/k の DVRと
なる。

Birational morphism f : X ′ → X, x1 7→ x0 は dominantであり (Cororally
I.4.5, (ii)から V = f(U)は開集合であり、X は既約なので f(U) = V = X)、

f#x1
: Ox0,X ↪→ Ox1,X′ = R

は単射である。f#x1
の定義から、これは dominateの関係であり (local homomor-

phismの定義、p. 73)、Rは x0 をX 上の centerとして持つ。

X ′ が singularの場合
Blowing-upを有限回繰り返すことにより nonsingularなX”が得られる (Exer-

cise I. 5.6のNote)。この節で扱っているのは abstract varietyなので単に integral
separated scheme of finite type over algebraically closed field kであるが、singu-
larと言ってるので従来の varietyであろう。既約な curveでは singular pointは有
限個である: https://math.stackexchange.com/questions/844507/finitely-many-
singular-points-of-an-irreducible-polynomial

Blowing-up ϕは birationalなので dimX” = 2である。その blowing-upに
伴って Y ′の blowing-up Y ”が得られるが、Y ′, Y ”とも k上 curveなのでExercise
I.4.8より位相同型、よって Y ”は既約で、生成元は対応している (x”↔ x′)。

(1)からR” = Ox”,X”はK(X”)/kのDVRであるが、blowing-upはbirational
なので (p. 29, Definition 直後の記述)、K(X”) = K(X ′) = K(X) = K より
(Corollary I.4.5, (iii))、R”はK/kの DVRとなる。

Dominantなmorphism系列X”
φ→ X ′ f→ X, x” 7→ x′ 7→ x0が存在するので、

Ox0,X ↪→ Ox′,X′
ι
↪→ Ox”,X” (29)

21Y = V (
√
a) = V (N(A/a)): 既約 ⇔ N(A/a) =

√
a: prime ideal (Example 3.0.1)
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は dominateの関係にある。
従って、R′ = Ox′,X′ , R” = Ox”,X” の極大 ideal を m′,m” とすると m′ =

m” ∩R′ である。
R”はDVRなのでUFDかつ PIDでありm” = (x)とかける ([1], Proposition

9.2)。その discrete valuation v に対して v(x) = 1とでき、R′ ⊆ R”の中で正の
最小 valuationを jとすると R′ 3 xj となる。すると、m′ 3 xj である (local ring
においては極大 idealに入らない元の valuationは 0)。ところがm′は prime ideal
ゆえ m′ 3 xであり、R′ は PIDとなるので DVRである。
また、dominantな関係

Ox0,X ↪→ R′ = Ox′,X′

から R′ はX の x0 を centerに持つ。

[補足]
X ′ が nonsingularか否かに関係なく、式 (29)に等価な dominant関係式

Ox0,X ↪→ Ox′,X′ ↪→ T, T : DV R

は次のようにしても得られる。
X ′は noetherianとすると、R := Ox′,X′ も noetherianであり、有限生成であ

る22。
degtr FracR = dimR = 1 より R は超越元 t を持ち、正規化定理より R ⊆

k̃[t](整閉包)である。
k[t]は 1次元 noetherian domainで整閉なので dedekind domainであり ([1],

Theorem 9.3)、よってTheorem I.6.3AよりB = k̃[t]も dedekind domainである。
Dedekind domainの local domainは DVRゆえ、BmB

は DVRであり、Rは
local ringなので T := BmB

⊇ Rである。
B = k̃[t]は R上整でもあるので、[1], Corollary 5.8から B の極大 idealは全

て Rの極大 ideal nに対応している (対応とは、R,B の prime ideal p, qに対す
る p = q ∩ Rの関係)。従って、Rと T の極大 idealは対応しており、R ⊆ T は
dominantの関係にある。(補足終)

(3) 系列

· · · → X2
f2→ X1

f1→ X

· · · 7→ E2 3 x2 7→ E1 3 x1 7→ x0, Ei = f−1
i (xi−1)

が得られたする。
xi−1が閉点ならばEi = f−1

i (xi−1)は閉集合であり、閉集合の元の specializa-
tionはその閉集合に含まれるので、Eiは閉点を持つ (Exercise II.3.17, (e), minimal

22X: locally noetherian⇔ OX(U): noetherian, ∀affine open U であり (例えば stack project,
Lemma 28.5.2)、Noetherian ring の局所環は neotherian である。また、A: noetherian ring⇔
∀ideal: finitely generated。
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pointは closed point) 23 。よって、帰納法より閉点 xiを Eiにとれる (但し、xi
は閉点がゆえに Ei の生成点にはなれない)。

Oxi,Xi

dominate
⊇ Oxi−1,Xi−1

より、Oxi,Xi
はXi−1 に center xi−1 を持ち、ひいてはX に center x0 を持つ。

Browing-upのmorphismは birationalなのでK(Xn) = · · · = K(X) = K で
あり、K(Xj) = FracOxj ,Xj

よりK = FracOxj ,Xj
となる。

R0 =
⋃
iOxi,Xi

は m =
⋃
imi を極大 idealとする local ringとなることを示

す。但し、mi は Oxi,Xi の極大 idealである。
(∵) Oxi,Xi が Oxi−1,Xi−1 を dominateするので

mi ∩ Oxi−1,Xi−1 = mi−1 ⇒ mi ⊇ mi−1

が成り立ち、容易にわかるように m 6= (1)は idealとなる。

x ∈ R0−m⇒ x ∈ ∃Oxi,Xi
, x 6∈ ∀mj ⇒ x ∈ Oxi,Xi

−mi ⇒ x−1 ∈ Oxi,Xi
⊆ R0

より、xが単元となるので、mは唯一の極大 idealである。(∵終)
R0 は Ox0,X を dominateしている。なぜなら

m ⊇ m0 ⇒ m ∩ Ox0,X ⊇ m0 ∩ Ox0,X = m0

において、m ∩ Ox0,X 63 1より

m ∩ Ox0,X = m0

となるからである。
以上により、R0はK = FracR0に含まれる k上の local ringで、X に center

x0 を持つ。
R0を dominateするK/kの valuation ringをRとすると (Theorem I.6.1A)、

同様に Rは Ox0,X を dominateし、よってX に center x0 を持つ。

RがDVRとなる条件については、dimR = 1がある。なぜなら、valuation ring

Rは整閉ゆえ dedekind domain B := k̃[t]を含むので、local ring RはR ⊇ BmB
を

満たす。R ⊇ k̃[t]において、R ⊇ m 3 tとできるので、dimR = 1からm∩B 6= (0)
より m ∩B = mB なので、Rと BmB

は dominant関係にある。BmB
は DVRゆ

え R = BmB
となり、DVRである。

また、一般的ではあるが noetherianというのもある ([1], Exercise 9. 3)。(Xが
noetherianで、blowing-upで noetherian性は保存されるので各Xiは noetherian
であるが、Rが noetherianとは限らない。)

23Minimal point は存在する。なぜなら、{x1}− 3 x0 ⇒ {x1}− ⊇ {x1}− より {xi}− ⊋
{xi−1}− ⊋ · · · とすると、{xi}− は既約閉なので、次元の制約から有限で終わるはずである。
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