
2 Schemes

2.3 First Properties of Schemes

2.3.1

十分性は明らかなので、必要性を示す。

f : X → Y =
⋃
i

Ui, Ui = SpecBi

f−1(SpecBi) =
⋃
j

SpecAij , Aij : finitely generatedBi-algebra (1)

V = SpecB ⊆ Y

とする。このとき、∀p ∈ SpecB ∩ SpecBi に対し、次に示す性質 1により

p ∈ SpecBg ≈ SpecBigi ⊆ SpecB ∩ SpecBi, ∃g ∈ B, ∃gi ∈ Bi

とできる。ここで schemeとしの同型性から Bg ≈ Bigi である。
Bi の prime ideal と Bigi の gi を含まない prime ideal は 1 対 1 に対応し、

Aij , Aijgi も同様なので、局所化に対応して式 (1)から

f−1(SpecBigi) =
⋃
j

SpecAijgi (2)

が得られ、Aijgi は有限生成1 Bigi -代数となる。Bg ≈ Bigi なので、結局有限生成
Bg-代数なので、

Aijgi = Bg[b1, · · · , bn], bi ∈ Aijgi

と表せる。すると 1/g ∈ Aijgi とみなせるので

Aijgi = Bg[b1, · · · , bn] = B[1/g, b1, · · · , bn], bi ∈ Aijgi

すなわち、Aijgi は有限生成 B-代数である。

性質 1. (Nike’s trick, [2], 3.2 Proposition)
Scheme X の二つの subscheme SpecA, SpecBに対し、p ∈ SpecA∩SpecB

とする。このとき

p ∈ SpecAf ≈ SpecBg ⊆ SpecA ∩ SpecB, f ∈ A, g ∈ B

とできる。

1一般に有限生成 A-代数 B は A[b1, · · · , bn], bi ∈ B とかけるが、このとき S−1A-代数 S−1B
は (S−1A)[b1/1, · · · , bn/1], bi/1 ∈ S−1B とかけるので、有限生成である。
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(証明) SpecA ∩ SpecB は SpecAの開集合なので

p ∈ SpecAh ⊆ SpecA ∩ SpecB, ∃h ∈ A

とできる。さらに、SpecAh は SpecB の開集合なので

p ∈ SpecBg ⊆ SpecAh ⊆ SpecA ∩ SpecB ⊆ Y, h ∈ A, ∃g ∈ B

となる。
g ∈ B = OY (SpecB) なので g′ = g|SpecAh とすると g′ ∈ Ah ⇔ g′ =

g′′/hn, g′′ ∈ Aと書ける。

SpecBg = D(g) ≈ SpecAh − {p ∈ SpecAh : g|SpecAh 6∈ p} = Spec (Ah)g′

一方、[1], Exercise 3.3より

Spec (Ah)g′ = SpecAhg′′

が得られるので2 、f = hg′′ ∈ Aとおけば

SpecBg ≈ SpecAf

となる。

2.3.2

十分性は明らかなので必要性を示す。次の二つの性質を用いる。

• affine schemeは quasi-compact (Exercise 2.2.13(b))

• 有限個の quasi-compact開集合でカバーされる schemeは quasi-compact3

さて、

f : X → Y =
⋃
i

Vi, Vi = SpecBi

f−1(SpecBi) : quasi-compact

V = SpecB ⊆ Y

とする。このとき、V ∩Viは Viの openなので V ∩Vi =
⋃
j D(gij) =

⋃
j SpecB

i
gij

とかけるが、V は affine schemeゆえ quasi-compactであり

V =
⋃
i

(V ∩ Vi) =
⋃
i,j

SpecBigij =
⋃
i∈I

SpecBigi , |I| <∞ (3)

2S = {f i}i≥0, T = {g′′i}i≥0, U = S−1(T ) = {g′i}i≥0 とすれば良い。
3X = ∪i∈IXi, Xi : quasi-compact, |I| < ∞ とすると X =

∪
λ Uλ ⇒ Xi = ∪λ(Xi ∩ Uλ) =

∪j∈Ji (Xi ∩ Uj), |Ji| < ∞ となり、J = ∪iJi は有限なので X = ∪i ∪j∈Ji (Xi ∩ Uj) ⊆ ∪i ∪j∈J

(Xi ∩ Uj) = ∪j∈JUj ⊆ X
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とかける。
一方 f−1(Vi)も openなので f−1(SpecBi) =

⋃
kD(hik) =

⋃
k SpecA

ik とか
けるが、quasi-compactなので

f−1(SpecBi) =
⋃
k∈Ki

SpecAik, |Ki| <∞

となる。すると、Exercise 2.3.1における式 (2)と同様

f−1(SpecBigi) =
⋃
k∈Ki

SpecAikgi , |Ki| <∞

となるが、SpecAikgi は affineゆえ quasi-compactであり、従って f−1(SpecBigi)
も quasi-compactである。式 (3)より得られる

f−1(V ) = f−1(SpecB) =
⋃
i∈I

f−1(SpecBigi)

において f−1(SpecBigi)が quasi-compactなので f−1(V )は quasi-compactであ
る。

2.3.3

(a) 十分性は明らかなので必要性を示す。f : X → Y が finite typeとする。

Y =
⋃
i

Ui, Ui = SpecBi

f−1(Ui) =
⋃
j∈J

SpecAij , |J | <∞, Aij : finitely generatedBi-algebra

において、open affine SpecAij は quasi-compactなので、その有限和 f−1(Ui)も
quasi-compactである。

(b) (十分性) Exercise 2.3.1 より f は locallly of finite type であり、quasi-
compactの有限和も quasi-compactなので、(a)より f は finite typeである。

(必要性) f が finite typeとする。Exercise 2.3.1から V = SpecB ⊆ Y に対し

f−1(V ) =
⋃
i∈I

SpecAi, Ai : finitely generatedB-algebra

となるが、(a)より f は quasi-compactなので f−1(V )は quasi-compact、従って
|I| <∞である。

(c) f : X → Y が finite typeとする。

V = SpecB
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f−1(V ) =
⋃
i

Ui, Ui = SpecAi, |I| <∞, Ai : finitely generatedB-algebra

U = SpecA ⊆ f−1(V )

のとき、U = U ∩ f−1(V ) =
⋃
i(U ∩ Ui) より、p ∈ U ⇒ p ∈ ∃U ∩ Ui から、

Exercise 2.3.1の性質 1で示したように、

p ∈ SpecAfp
i
≈ SpecAigi ⊆ U ∩ Ui, fpi ∈ A

とできる。よって、U =
⋃
j∈J SpecAfj とかけるが、Uは open affineなので quasi-

compac、従って |J | <∞となる。ここで Aj は finitely generated B-代数なので
Ajgj ≈ Afj は finitely generated B-代数である。
さて、

SpecA =
⋃
j

D(fj) ⇒ ∅ = (SpecA)c =
⋂
j

V ((fj)) = V (
∑
j

(fj)) ⇒
∑
j

(fj) = (1)

から ∑
j

cjfj = 1, ∃cj ∈ A

が得られる。
Afjはfinitely generatedB-代数なので、Afj = B[1/fj , aj1/1, · · · , ajmj/1], aji ∈

Aとかける。
a ∈ Aに対し、a/1 ∈ B[1/fj , aj1/1, · · · , ajmj/1] ⇒ af

nj
j ∈ B[fj , ai1, · · · , aimi ]

とできるが、n = maxnj に対し afnj ∈ B[fj , ai1, · · · , aimi ]としてよい。十分大
きなN に対して、(

∑
j cjfj)

N = 1 ⇒
∑
j bjf

n
j = 1, bj ∈ B[{fj}j , {cj}j ]より、

a = a(
∑
j

bjf
n
j ) =

∑
j

bjaf
n
j ∈ B[{fj}j , {cj}j , {aji}j,i]

から Aは finitely generated B-代数である。

2.3.4

十分性は明らかなので必要性を示す。
f : X → Y が finiteとすると、Y =

⋃
λ Vλ, Vλ = SpecBλ に対し f−1(Vλ) =

SpecAλ であり、かつ Aλ は有限生成 Bλ-moduleである。このとき、g ∈ Bλ に
対し f−1(SpecBλg ) = SpecAλg であり (式 (2))、Aλg は有限生成 Bλg -moduleにな
る4 。

V = SpecB ⊆ Y

4正確には Aλ
g の g は g ∈ Bλ の Aλ への像。
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とすると、V =
⋃
λ(V ∩ Vλ)なので、p ∈ V に対し p ∈ SpecBfλ = SpecBλgλ ⊆

V ∩ Vλなる fλ, gλがそれぞれ B,Bλに存在する。V は open affineなので quasi-
compact、従って

SpecB =
⋃
i∈I

SpecBfi =
⋃
i∈I

SpecBigi , |I| <∞

∑
i

cifi = 1, ci ∈ B (4)

が得られる。V i := SpecBfi とおくと V =
⋃
i V

i なので

U := f−1(V ) =
⋃
i

U i

U i := f−1(V i) = f−1(SpecBfi) = f−1(SpecBigi) = SpecAigi (5)

[U が affineであること]
A := OU (U)とおくと、f : U → V = SpecB より ϕ : B → Aとなる ϕが存

在するので (Exercise 2.2.4)、fi 7→ f i とすると式 (4)より
∑
i cif i = 1である。

Exercise 2.2.16におけるXg は affineの場合のD(g) = SpecAg の拡張である
が、次の性質をもつ。

性質 2. f : Y → X, ϕ := f#(X) : A = OX(X) → B = OY (Y )とすると

f−1(Xg) = Yφ(g), g ∈ A (6)

である。

(証明) x = f(y), y ∈ Y, ϕx := f#y とすると下図式は可換であり

y ∈ f−1(Xg) ⇔ x ∈ Xg ⇔ gx 6∈ mx = ϕ−1
x (my) ⇔ ϕx(gx) = ϕ(g)y 6∈ my ⇔ y ∈ Yφ(g)

OX(X) 3 g
φ //

ρx

��

OY (Y ) 3 ϕ(g)

ρy

��
Ox 3 gx

φx // Oy 3 ϕx(gx) = ϕ(g)y

となる。(証明終)
従って、f−1(Vfi) = Ufi となるが、左辺は f−1(SpecBfi) = SpecAigi に等し

いので、Ufi は affineである。従って Exercise 2.2.17(b)より U は affineであり
U = SpecAとなる5 。
なお

f−1(SpecB) = SpecA⇒ U i = f−1(SpecBfi) = SpecAfi = SpecAigi

⇒ A|Ui = OU (Ui) = Afi = Aigi

5U = SpecC とすると、A = OU (U) = C
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なので、Afi は有限生成 Bfi-moduleである。
[Aが有限生成 B-moduleであること]
a ∈ A ⇒ a/1 ∈ Afi において、Afi は有限生成 Bfi-moduleなので、a/1 =

ai/fnii , ai =
∑
j∈Ji d

i
ja
i
j , d

i
j ∈ B, aij ∈ A, |Ji| < ∞ と書け、十分大きな整数 N

に対して afNi = aifmii となる。ここで、
∑
i cifi = 1から得られる

∑
i c

′
if
N
i =

1, c′i ∈ B を用いると

a = a
∑
i

c′if
N
i =

∑
i

c′iaf
N
i =

∑
i

c′ia
ifmii =

∑
i,j

c′if
mi
i dija

i
j , c

′
if
mi
i dij ∈ B, aij ∈ A

となり、Aは有限生成 B-moduleである。

2.3.5

(a)6 Finite morphism f : X → Y に対し

Y =
⋃
λ

Vλ, Vλ = SpecBλ, f
−1(Vλ) = SpecAλ

Aλ : finitely generatedBλ-module

とする。
y ∈ Y とすると、y ∈ Vλ ⊆ Y となる Vλ が存在する。

Xy = X ×Y Spec k(y)

p1

wwooo
ooo

ooo
ooo

o
p2

((RR
RRR

RRR
RRR

RR

X
f

((PP
PPP

PPP
PPP

PPP
P Spec k(y)

g

uullll
llll

llll
llll

Y

において、g−1(Vλ) = Spec k(y)なので Theorem 3.3の証明中 Step 7で示された
ことから、Xy = f−1(Vλ)×Vλ Spec k(y) = Spec (Aλ ⊗Bλ k(y))が得られる。
ここで、Aλが有限生成Bλ-moduleなのでAλ⊗Bλk(y)は有限生成k(y)-module

であり ([1], Propostion 2.17)、アルティン環となる ([1], Exercise 8.3)。アルティ
ン環ではクルル次元が 0なので prime idealは極大、極大 idealは有限個なので
([1], Proposition 8.3)

|f−1(y)| = |Xy| = |Spec (Aλ ⊗Bλ k(y))| <∞

である。

6[1], Exercise 8.4, (i)⇔(iv)
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(b)7 Finite morphism f : X → Y に対し

Y =
⋃
λ

Vλ, Vλ = SpecBλ

X =
⋃
λ

Uλ, Uλ = f−1(Vλ) = SpecAλ

Aλ : finitely generatedBλ-module

とする。
まずX,Y は affineとしてよいことを示す。Z ⊆ X を閉集合とする。

性質 3. 位相空間X において Z が閉集合である条件は、X のカバー {Uλ}λに対
して、Z ∩ Uλ が Uλ で閉集合になることである。

(証明) X における Z の閉包を Z とすると、Z ∩ Uλ = Z ∩ Uλ の和集合をと
れば Z = Z が得られ、Z は閉集合となる。(証明終)

よって Z が閉集合ならば Zλ = Z ∩ Uλ は Uλ で閉集合である。このとき、
f(Zλ) = f(Z) ∩ Vλ となる。実際、

a ∈ f(Z)∩Vλ ⇔ a = f(∃b) ∈ Vλ, b ∈ Z ⇔ b ∈ f−1(Vλ), b ∈ Z ⇔ a ∈ f(Z∩Uλ)

よって、f(Zλ)が Vλで閉集合ならば f(Z)は閉集合ゆえ、f は閉写像となる。
また Uλ → Vλ においては f |Uλ = f なので f |Uλ も finite morphismである。
以上により、f : X = SpecA → Y = SpecB、Aは有限生成 B-moduleとし

てよい。ϕ : B → Aとしたとき、X の閉集合は Z = V (a), a ⊆ Aとおける。こ
のとき、次に示すように

f(V (a)) = V (ϕ−1(a))

が成立するので、f は閉写像である。
(∵) (⊆) : p ⊇ a ⇒ ϕ−1(p) ⊇ ϕ−1(a) ⇒ f(p) ∈ V (ϕ−1(a))。(⊇) : q ⊇ ϕ−1(a)

とする。Aは有限生成B-moduleなのでB上整である ([1], Proposition 5.1, (iii))。
すると A/aは B/ϕ−1(a)上整なので ([1], Proposition 5.6, (i))、q̃ ⊆ B/ϕ−1(a)
に対し p̃ ⊆ A/a が存在して ϕ̃−1(p̃) = q̃ である ([1], Theorem 5.10)。よって、
q ⊇ ϕ−1(a)に対し ∃p ⊇ a, ϕ−1(p) = qである。

(c) kを代数的閉体、ring A, B を次のように与える。

A = k[x]x × k[x]x−1 = k[x, y]/(xy − 1)× k[x, y]/((x− 1)y − 1), B = k[x]

ϕ : B → A, g(x) 7→ (g(x), g(x̃))

f : X = SpecA→ Y = SpecB

ここで x, x̃はそれぞれ k[x] → k[x]x, k[x] → k[x]x−1による xの像である。この
とき、

A = k[x][(y, 0), (0, ỹ)]

7[1], Exercise 5.1
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より Aは有限生成 B-代数であり、f は finite typeである。
dim k[x, y] = 2から

Spec k[x]x = {(0), (x− a, y − a−1) | a ∈ k\{0}}

Spec k[x]x−1 = {(0), (x− a, y − (a− 1)−1) | a ∈ k\{1}}
であり、

SpecA = {p0 × k[x]x−1, k[x]x× p1 | p0 ∈ Spec k[x]x, p1 ∈ Spec k[x]x−1} (7)

SpecB = {(0), (x− a) | a ∈ k} (8)

となる。
q ∈ Y = SpecB に対し

f−1(q) = Spec (A/ϕ(q)e)
φ̃(q)e

なので ([1], Exercise 3.21(iv))、

ϕ(q)e = Aϕ(q) = qe × q̃e

(A/ϕ(q)e)
φ̃(q)e

= ((k[x, y]/(xy− 1))/qe)
q̃e

× ((k[x, y]/((x− 1)y− 1))/q̃e)˜̃qe

=


k(x)× k(x) ; q = (0)

k × k ; q = (x− a), a 6= 0, 1

0× k ; q = (x)

k × 0 ; q = (x− 1)

が得られ、

|f−1(q)| =

{
2 ; q = (0), or q = (x− a), a 6= 0, 1

1 ; q = (x− a), a = 0, 1
(9)

より、f は全射でかつ quasi-finiteである。
しかるに Aは有限生成B-moduleとはならない。もし Aが k[x]上 g1, · · · , gn

の一次結合でかけたとする。すると N = maxi degy gi, M = maxi degỹ gi に対
し、(yN+1, ỹM+1) ∈ Aは k[x]上 g1, · · · , gnの一次結合では表せない。従って、f
は finite morphismではない。

2.3.6

X は integral schemeなので既約である。
U = SpecA ⊆ X を任意の open affineとする。もし、ξ 6∈ U とすると ξ ∈

U c ⇒ {ξ} ⊆ U c より ξが generic pointに反する。よって ξ ∈ U である。
ξ ∈ U = SpecA ⊆ X とすると {ξ}− = V (ξ) = SpecA = V ((0))となるが、

Exercise 2.2.9より ξ = (0)である。従って Oξ = O(0),U = A(0) = FracAは体と
なる。
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2.3.7

まず Y が affine schemeとできることを示す。

Y =
⋃
λ

Yλ, Yλ : open affine, Xλ = f−1(Yλ)

fλ = f |Xλ : Xλ → Yλ

もしある U ⊆ Yλ に対して f−1
λ (U) → U が finite であることを証明できる

なら、f−1(U) = f−1
λ (U)より本問の証明も終了する。よって fλ : Xλ → Yλ が

f : X → Y の条件を引き継いでいれば、Yλを Y とできるので、Y は open affine
となる。まず

f(Xλ) ⊆ f(Xλ) = f(X) ⊆ f(Xλ) ⇒ fλ(Xλ) = f(Xλ) = f(X) = Y

⇒ fλ(Xλ)
λ
= fλ(Xλ) ∩ Yλ = Y ∩ Yλ = Yλ (10)

より、fλは dominantである。fλが finite type、generically finiteなこと、及び
Xλ, Yλ が integral schemeであるのは明らかである。

Y = SpecB とし、X の open affineの一つを U = SpecAとする。

fU = f |U : SpecA→ SpecB

は dominantなので (上式 (10)と全く同様)、ϕ : B → Aに対し kerϕ ⊆ N(B)で
あり ([1], Exercise 1.21(v))、B は reducedゆえ ϕは単射となって、B ⊆ Aとみ
なせる。f は finite typeなので Aは有限生成B-代数であり、従って B′−1Aは有
限生成 k(B)-代数となる (B′ = B \ 0, k(B) := FracB)。
このとき、ネーター正規化定理より B′−1A は k(B)[t1, · · · , tn] 上整なので

(ti ∈ B′−1Aは超越元)、B′−1Aは有限生成 k(B)[t1, · · · , tn]-moduleである ([1],
Corollary 5.2)。また、SpecB′−1A → Spec k(B)[t1, · · · , tn] は全射となる ([1],
Theorem 5.10)。
ここで k(η) = k((0)) = B(0) = FracB = k(B) = K(Y )なので、f の generi-

cally finite性より

B′−1A = k(B)⊗BA = k(η)⊗BA⇒ f−1(η) = SpecB′−1A⇒ |SpecB′−1A| <∞

が得られるが、先程の全射性から

|Spec k(B)[t1, · · · , tn]| ≤ |SpecB′−1A| <∞

となる。しかるに、超越拡大は無限次拡大で無限集合となるので、今の場合 n = 0
でなければならない。
従って、B′−1Aは有限生成 k(B)-moduleであり、ひいてはAが有限生成 k(B)-

moduleとなる。その生成元を a1, · · · , am とおく。ai は代数的数なので k(B)に
係数をもつ多項式の根となるが、係数の分母を払うと fi(ai) = 0, fi(x) ∈ B[x]と
なる。
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fi の最高次係数 bi に対し b =
∏
i bi ∈ B とおいて、fi(x) ∈ Bb[x] とみな

すと fi(x)を monicにできる。よって ai/1は monic fi/bi の根なので Bb 上整、
Ab = Bb[a1/1, · · · , am/1]もBb上整でかつ有限生成Bb-moduleとなる。従って、

SpecAb → SpecBb (11)

は finiteである。
さて、Y = SpecB に対し

f−1(SpecB) =
⋃
j∈J

Uj , Uj = SpecAj , |J | <∞

とする。このとき Aj は有限生成 B-代数である。Uj に対する上記 b を bj とお
くと、

f−1(SpecBbj ) =
⋃
j∈J

SpecAjbj

であり、式 (11)から

SpecAjbj → SpecBbj

は finiteであるが、b′ =
∏
j b
j とすると

Spec (Ajbj )b′ = SpecAjb′ → Spec (Bbj )b′ = SpecBb′

も finiteとなる。
そこで、改めて Bb′ を B、Ajb′ を Aj とすることにより、

f : X → Y, Y = SpecB, X = f−1(Y ) =
⋃
i

SpecAi

fi = f |Ui : Ui = SpecAi → Y = SpecB

とでき、fi は finiteかつ dominantである (∴ B ⊆ Ai)。
すると

D(g) ⊆
⋂
i

SpecAi, D(g) ≈ SpecAiai , A
i
ai ≈ Aiai , a

i ∈ Ai

となるようにとれる (Exercise 2.3.1性質 1)。
Ai は B 上整なので gi(a

i) = 0となる最小次数 monic gi(x) ∈ B[x]が存在す
る。その定数項を bi0とし、d =

∏
i bi0 ∈ Bとおく。すでに示したようにB ⊆ Ai

なので、dはAiの元でもあり d = aihiの形に書け (bi0は aih′iの形)、(Aiai)d = Aid
から Aid = Ajd となる。

SpecAi → SpecB : finite

から

SpecAid → SpecBd : finite
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が得られ、Aid = Ajd より

f−1(SpecBd) =
⋃
i

SpecAid = SpecAid

となる。従って、U = SpecBdとすると Y 既約からUは denseであり、f−1(U) →
U は finiteである。

2.3.8

X =
⋃
iXi, Xi = SpecAi に対し、X̃i = Spec Ãi は normal subschemeであ

る。Ai ⊆ Ãi よりmorphism ϕi : Spec Ã
i → SpecAi が得られる。

Uij = ϕ−1
i (Xi ∩Xj) ⊆ X̃i に対し

ϕij : Uij = ϕ−1
i (Xi ∩Xj)

∼→ Uji = ϕ−1
j (Xi ∩Xj) (12)

を次のように定義する (下記式 (13)の 2行下まで続く)。
x ∈ Uij = ϕ−1

i (Xi ∩Xj)のとき ϕi(x) ∈ Xi ∩Xj なので、

ϕi(x) ∈ SpecAi
f
(j)
i

≈ SpecAj
f
(i)
j

⊆ SpecAi ∩ SpecAj

とできる (fiについては、相手を明記する必要があるときは f
(j)
i のように記す)。

整閉包については次の普遍的な性質がある。

性質 4. 整域A、その商体 k(A)における整閉包を Ã、ι : A ↪→ Ãとおく。このと
き、整閉Bと単射 g : A ↪→ Bに対し、g′ : Ã ↪→ B, g = g′ιとなる単射 g′が一意
的に存在する。

A
g //

ι
��<

<<
<<

<<
< B

λ // k(B)

Ã

∃!g′

@@

κ // k(Ã) = k(A)

g′′

99rrrrrrrrr

(証明) 上図式において、ι, κ, λ は埋め込みである。B は A を含む整閉なので、
埋め込み g′ : Ã ↪→ B が存在し、g = g′ι を満たす。よってその一意性を示す。
λg(A \ 0)は k(B)において単元となるので、商体 k(A)の Universal Propertyか
ら λg = g′′κιを満たす g′′ : k(A) ↪→ Bが一意に存在する8 ([1], Proposition 3.1)。
同様に k(Ã) = k(A)のUniversal Propertyから λg′ = gκを満たす gが存在する。
このとき、g′′ の一意性から

λg′ = gκ ⇒ λg′ι = gκι ⇒ λg = gκι ⇒ g = g′′ ⇒ λg′ = g′′κ

となるが、λが単射なので λg′ = g′′κを満たす g′は一意的である。なお g′ = g′′|Ã
であり、g′′ は gの拡張である。(証明終)

8具体的には g′′(a/b) = g(a)/g(b) なので、g が単射ゆえ g′′ も単射である。
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よって

Aifi ≈ Ajfj ⇒ Ãifi ≈ Ãjfj

が成り立つ。

ϕ−1
i (SpecAifi) = Spec Ãifi = Spec Ãifi

σ
≈ Spec Ãjfj = Spec Ãjfj = ϕ−1

j (SpecAjfj )

(13)

から ([1], Proposition 5.12)、ϕ−1
i (SpecAi

f
(j)
i

) = Spec Ãj
f
(i)
j
となる。従ってSpec Ãj

f
(i)
j

から同型な開近傍 Spec Ãj
f
(i)
j
への対応を ϕij と定義する。

このとき ϕij がmorphismとなるためには、他の

Spec Ãi
g
(j)
i

≈ Spec Ãj
f
(i)
j

に対し

Spec Ãi
f
(j)
i

∩ Spec Ãi
g
(j)
i

≈ Spec Ãj
f
(i)
j

∩ Spec Ãj
g
(i)
j

(14)

でなければならないが、それは次の性質から成立する。

性質 5.
Aa ≈ Bb, Ac ≈ Bd ⇒ Aac ≈ Bbd

(証明) Exercise 2.3.1の性質 1に示したように、上式は正確には

Aab′ = Bb, b|SpecAa = b′/an, b′ ∈ A, SpecAa ⊆ SpecA ∩ SpecB

Acd′ = Bd, d|SpecAc = d′/cm, d′ ∈ A, SpecAc ⊆ SpecA ∩ SpecB

であり、このときの ab′, cd′ を a, cとしたものである。すると、

b|SpecAac = b′cn/(ac)n, d|SpecAac = d′am/(ac)m ⇒ (bd)|SpecAac = b′d′cnam/(ac)n+m

SpecAac = SpecAa ∩ SpecAc ⊆ SpecA ∩ SpecB

より

Aacb′d′ = Aacb′d′cnam = Bbd

である。(証明終)
よって式 (14)から貼り合わせが可能となり式 (12)が得られる。なお、この ϕi

に関しては、式 (13)から下図式が可換になるので

ϕi = ϕjϕij (15)

12



が成立し、上昇定理から全射である。

Spec Ãi
f
(j)
i

φij //

φi
''PP

PPP
PPP

PPP
PP

Spec Ãj
f
(i)
j

φj
wwnnn

nnn
nnn

nnn
n

SpecAi
f
(j)
i

= SpecAj
f
(i)
j

X̃i, Uij , ϕij が Exercise 2.2.12の条件を満たすことを示す。まず、

ϕij = ϕ−1
ji , ϕii = id

は明らかである。
ϕij(Uij ∩ Uik) = Uji ∩ Ujk を示す。ϕij : Uij → Uji から ϕijϕ

−1
i (Xi ∩Xj) ⊆

ϕ−1
j (Xi ∩ Xj) であるが、Xj = SpecAj の代わりに SpecAj

f
(k)
j

(⊆ SpecAj ∩

SpecAk ⊆ Xj)とすれば ϕijϕ
−1
i (Xi ∩ SpecAj

f
(k)
j

) ⊆ ϕ−1
j (Xi ∩ SpecAj

f
(k)
j

)とな
るので

ϕij(Uij ∩Uik) = ϕijϕ
−1
i (Xi ∩Xj ∩Xk) ⊆ ϕ−1

j (Xi ∩Xj ∩Xk) = Uji ∩Ujk

が得られる。このとき

Uij ∩ Uik = ϕjiϕij(Uij ∩ Uik) ⊆ ϕji(Uji ∩ Ujk) ⊆ Uij ∩ Uik

⇒ ϕij(Uij ∩ Uik) = Uji ∩ Ujk
が成り立つ。
さらに、Uij ∩ Uik において

ϕik : ϕ−1
i (Xi ∩Xj ∩Xk)

φij→ ϕ−1
j (Xi ∩Xj ∩Xk)

φjk→ ϕ−1
k (Xi ∩Xj ∩Xk)

より

ϕik = ϕjkϕij

である。
以上により Exercise 2.2.12を満たす X̃, ψi : X̃i → X̃(中への isomorphism)

が構成できた。

X̃ は normal scheme である。実際、X̃ =
⋃
i ψi(X̃i) であり、Ãi が整閉ゆ

え ([1], Corollary 5.5)、Ãip, ∀p ∈ SpecAも整閉なので ([1], Proposition 5.13)、
X̃i = Spec Ãi 及び ψi(X̃i)は normalである。Normal性は局所的性質なので X̃
も normalである。
次に ϕiψ

−1
i : ψi(X̃i) → X を貼り合わせて (ϕi : X̃i → X とみなす)、π : X̃ →

X を定義する。これは ψi(X̃i) ∩ ψj(X̃j) = ψi(Uij) = ψj(Uji)において

ϕiψ
−1
i = ϕjϕijψ

−1
i = ϕjψj

13



なので可能である。従って
π : X̃ → X

πψi = ϕi

が得られる。

Normal scheme Z に対しmorphism f : Z → X が存在したとする。

X =
⋃
i

Xi, Xi = SpecAi, Vi = f−1(Xi) =
⋃
j

V ki =
⋃
j

SpecBki

とおくと、Z =
⋃
i,k V

k
i , f(V

k
i ) ⊆ Xi である。

Z

θ

88

f

%%
V ki

θ
k
i

77

f |
V k
i //

θki

��@
@@

@@
@@

@⊇
oo Xi ⊆

// X

X̃i

φi

OO

ψi // X̃

π

OO (16)

fはdominantゆえ f |V ki もdominantで9、Zは reducedなので対応する gki : Ai →
Bki は単射である。また、Zが normal schemeゆえBki は整閉である。そこで、整
閉包の普遍的性質 4を用いると gki

′
: Ãi → Bki は一意的であり、対応して

θki : V ki → X̃i, f |V ki = ϕiθ
k
i (17)

を満たす θki も一意的である。
このとき θ

k

i = ψiθ
k
i を貼り合わせて

θ : Z → X̃

を作る。そのために、V ki ∩ V lj において θ
k

i = θ
l

j となることを示す。
V ki ∩ V lj において ϕiθ

k
i = f |V ki ∩V lj = ϕjθ

l
j なので

ϕiθ
k
i = ϕjθ

l
j

(15)⇒ ϕjϕijθ
k
i = ϕjθ

l
j = f |V ki ∩V lj

となる。ここで、V ki ∩ V lj においても、ϕjθlj = f を満たす θlj の一意性は式 (17)

の場合とほぼ同様に証明できる10ので、

ϕijθ
k
i = θlj ⇒ ψjϕijθ

k
i = ψjθ

l
j ⇒ ψiθ

k
i = ψjθ

l
j ⇒ θ

k

i = θ
l

j

9Z は integral schemeなので既約、よって f(Z) = f(V
k
i ) ⊆ f(V k

i ) ⇒ X = f(Z) ⊆ f(V k
i ) ⇒

f(V k
i )|Xi = Xi

10x ∈ V k
i ∩ V l

j ⇒ f(x) ∈ Xi ∩ Xj ⇒ f(x) ∈ Spec (Ai)fi ≈ Spec (Aj)fj ⇒ x ∈
Spec (Bk

i )hi ≈ Spec (Bl
j)hj ⊆ f−1(Spec (Ai)fi ) ≈ f−1(Spec (Aj)fj ) なので、整閉包の普遍

的性質 4 を用いると (Ai)fi → (Bk
i )hi は (Ai)fi → (Ai)fi

∃!→ (Bk
i )hi に一意に分解されるので

V k
i ∩ V l

j において φiθ
k
i = f となる θki は一意的である。

14



が得られる。
図式 (16)の全ての区域は可換なので

f = πθ

であり、θji の一意性から θは一意的である。

X → Spec kがfinite typeのとき、X̃ π→ X
β→ Spec kにおいてX = β−1((0)) =⋃

i∈I Xi, Xi = SpecAi, |I| <∞、Ai は有限生成 k-代数である。

π−1(Xi)
#
= ψi(X̃i) = ψi(Spec Ãi) (18)

において、Ãi は FracAi における integral closure なので Ãi は有限生成 Ai-
module(Theorem 3.9A, L:=K)、よって πは finiteである。
上式で #

=が成り立つのは次の通りである。π−1(Xi)は開集合なので、位相空
間として ψi(X̃i)に等しいことを言えばよい。(⊇)は明らかなので (⊆)を示す。

x ∈ π−1(Xi), ∃x ∈ ψj(X̃j)

⇒ π(x) ∈ Xi, x = ψj(xj), xj ∈ X̃j , π(x) ∈ πψj(X̃j) = ϕj(X̃j)
surjective

= Xj

⇒ Xi ∩Xj 3 π(x) = π(ψj(xj)) = ϕj(xj)

⇒ xj ∈ ϕ−1
j (Xi ∩Xj) = Uji

⇒ x = ψj(xj) ∈ ψj(Uji) = ψj(X̃j) ∩ ψi(X̃i) ⊆ ψi(X̃i)

2.3.9

(a) k[x]⊗k k[y] = k[x, y]なので ([1], Exercise 2.6)、

A1
k ×Spec k A

1
k = A2

k

である。
位相空間として f = (px, py) : Spec k[x, y]

∼→ Spec k[x] × Spec k[y]だったと
すると (右辺は fibred productでなく積位相)、px : Spec k[x, y] → Spec k[x]は
ix : k[x] ↪→ k[x, y]に対応し、py, iy も同様である。
このとき px((xy−1)) = i−1

x ((xy−1)) = (xy−1)∩k[x] = (0), py((xy−1)) =
(0) ⇒ f((xy − 1)) = ((0), (0)) であり同様に f((x − y)) = ((0), (0)) なので
Spec k[x, y]と Spec k[x]× Spec k[y]は位相同型ではない。

(b) S = k[s] \ 0, T = k[t] \ 0とすると

k(s)⊗k k(t) = S−1k[s]⊗k T−1k[t] = (S−1k[s]⊗k[s] k[s])⊗k T−1k[t]

= S−1k[s]⊗k[s] (k[s]⊗k T−1k[t])
am2.6
= S−1k[s]⊗k[s] (T−1k[t])[s]

= S−1k[s]⊗k[s] T−1k[t, s]
am3.5
= S−1T−1k[t, s] = (ST )−1k[t, s]

15



なので Spec k(x)⊗Spec k Spec k(y)は (ST )−1k[x, y]の prime idealからなる。こ
こで am2.6

= は [1], Exercise 2.6に拠り、am3.5
= は [1], Proposition 3.5に拠る。

dim k[x, y] = 2から prime ideal p ⊆ k[x, y]は (0), (f(x, y)), (x − a, y − b)の
形に限られる (f は既約多項式)。

p ∩ ST = ∅のとき、pは Spec (ST )−1k[x, y]の prime idealに 1対 1対応す
る。すると、(x− a, y − b) ∩ ST 3 (x− a)から (x− a, y − b)は除外されるので、

Spec (ST )−1k[x, y] = {(0), {(f(x, y))}}

であり、(ST )−1k[x, y]は次元 1のネーター整域となる。ここで、f(x, y)は変数
x, y を真に含む、すなわち f(x, y) 6= f(0, y), f(x, y) 6= f(x, 0)となる既約多項式
である。
このような既約多項式は無限に存在する。例えば、x−ynは k[x, y]/(x−yn) ≈

k[y]が整域なので既約多項式である。また、n 6= mなら (x− yn) 6= (x− ym)で
ある (x = yn とすると左辺は 0だが右辺は 0ではない)。

2.3.10

(a) f : X → Y, Y =
⋃
λ Vλ, Vλ = SpecBλ とする。このとき、y ∈ Y に対

し、y ∈ Vλ となる Vλ が存在する。

Xy = X ×Y Spec k(y)

p1

wwooo
ooo

ooo
ooo

o
p2

((RR
RRR

RRR
RRR

RR

X
f

((PP
PPP

PPP
PPP

PPP
P Spec k(y)

g

uullll
llll

llll
llll

Y

において、g−1(Vλ) = Spec k(y)なので Theorem 3.3の証明中 Step 7で示された
ことから、Xy = f−1(Vλ)×Vλ Spec k(y)が得られる。よって、Y を V = SpecB
としてよい。

U ⊆ Xを任意の開集合としたとき、位相空間としてUy = f−1(y)∩U = f |−1
U (y)

を示せたとしよう。するとX =
⋃
i Ui, Ui = SpecAi に対し

Xy = p−1
1 (X) =

⋃
i

p−1
1 (Ui) =

⋃
i

(f−1(y) ∩ Ui) = f−1(y)

が成立し、証明が終了する。よってX は U = SpecAとしてよい。
従って問題はX = SpecA, Y = SpecBの場合に帰着されるが、[1], Exercise

3. 21(iv)よりXy = SpecA⊗B k(y) = f−1(y)なのでこれは成立する。

(b) kを代数的閉体とする。X = Spec k[s, t]/(s− t2), Y = Spec k[s]のとき

ϕ : k[s] → k[s, t]/(s− t2), s 7→ s

16



が存在するので

f : X → Y

が定義できる。Y = {(s− a), η}a∈k より、場合に分けて

Xy = X ×Y Spec k(y) = Spec k[s, t]/(s− t2)⊗k[s] k(y)

を調べる。
[i] y = (s− a), a 6= 0の場合

一般に Aの ideal I, J に対し、A/(I + J) = (A/I)/((I + J)/I) = (A/I)/Je な
ので、k(y) = k[s](s−a)/(s− a)(s−a) = k[s]/(s− a)を用いると

k[s, t]/(s−t2)⊗k[s]k[s]/(s−a)
$
= (k[s, t]/(s−t2))/(s−a)e = k[s, t]/(s−t2, s−a) = k[t]/(t2−a)

なので (
$
=は [1], Exercise 2.2による)、

Xa = Spec k[t]/(t2−a) = {p+ = (t+
√
a)/(t2−a), p− = (t−

√
a)/(t2−a)}

ここで A = k[t]/(t2 − a)とおくと

k(p±) = (A/p±)p± = ((k[t]/(t2−a))/((t±
√
a)/(t2−a)))p± = (k[t]/(t±

√
a))p± = k

[ii] y = (s)の場合

X0 = Spec k[t]/(t2) = {p = (t)/(t2)}

k(p) = ((k[t]/(t2))/((t)/(t2)))p = (k[t]/(t))p = k

ここで tは k[t]/(t2)で冪零元なのでX0 は non-reducedである。
[iii] y = η = (0)の場合

k(η) = k[s](0)/(0) = k(s)

Xη = Spec k[s, t]/(s− t2)⊗k[s] k(s) = Spec k(s)[t]/(s− t2)

ここで B = k(s)[t]/(s− t2)は s− t2 が tの 2次既約多項式なので、k(s)の 2次
拡大体である。

Xη = SpecB = {(0)}

k((0)) = B(0)/(0)(0) = FracB = B

より、k((0))は k(η)の 2次拡大体である。

17



2.3.11

(b)を先に証明する。

f : Y → X = SpecA, Y = f−1(X) =
⋃
i

Ui, Ui = SpecBi

Ui は Y で openなのでX の open U i を用いて

Ui = U i ∩ Y = f−1(U i)

とかける。f(y) ∈ ∃U i から

f(y) ∈ D(g) ⊆ U i, ∃g ∈ A

とできるので、f(Y )はD(g)で覆われる。f(Y )cは開集合だから f(Y )cもD(g′)
で覆われ、結局XはこれらのD(g)で覆われる。Xは affineなので quasi-compact
ゆえ有限個のD(g)で覆われ

(g1, · · · , gn) 3 1 ⇒ (ϕ(g1), · · · , ϕ(gn)) 3 1

である (Exercise 2.3.3の証明参照)。

Y = f−1(X) = f−1(
⋃
i

D(gi)) =
⋃
i

f−1(D(gi))

において、affine X ではD(gi) = Xgi なので、性質 2から

f−1(D(gi)) = f−1(Xgi) = Yφ(gi)

である。一方、U i においてはD(gi) ⊆ U i ゆえ

Yφ(gi) = f−1(D(gi)) ⊆ f−1(U i) = Ui = SpecBi

なので、Exercise 2.2.16(a)から

Yφ(gi) = Yφ(gi) ∩ Ui = D(ϕ(gi)|Ui) = Spec (Bi)φ(gi)|Ui

となり11、Yφ(gi) は affineである。よって Exercise 2.2.17(b)から Y =
⋃
i Yφ(gi)

は affineである。
f : Y = SpecB → X = SpecA とすると、f は closed immersion なので

Exercise 2.2.18(d)から ψ : A→ B は全射である。よって

B = A/ kerψ ⇒ f : SpecB = SpecA/ kerψ → X = SpecA

となり、Y = SpecA/ kerψである。

(a) g : X ′ → Xとおく。Xの affine開被覆の一つをU = SpecA, V = f−1(U)
とすると、SpecAの世界において f |V : V → U は closed immersionである。な

11φ(gi) ∈ B = OY (Y ) ⇒ φ(gi)|Ui ∈ OY (Ui) = OY |Ui (Ui) = Bi

18



ぜなら単射は明らかであり、連続性、逆写像の連続性、f |#V の全射性 (stalk利用)
とも局所的に示せるからである。よって、(b)から V は Aのある idealを用いて
f−1(U) = SpecA/I とかける。

SpecA/I ×U g−1(U)

p

uukkk
kkk

kkk
kkk

kk
f ′

))RRR
RRRR

RRRR
RRR

Y ⊇ SpecA/I

f

))SSS
SSS

SSS
SSS

SS
X ′ ⊇ g−1(U)

g

uukkkk
kkk

kkk
kkk

k

X ⊇ U = SpecA

g−1(U)の affine開被覆の一つを U ′ = SpecA′ とすると

f ′−1(U ′) = SpecA/I ×U SpecA′ = Spec (A/I ⊗A A′)
am2.2
= SpecA′/Ie

であり (
am2.2
= は [1], Exercise 2.2による)、f ′|f ′−1(U ′) : f ′−1(U ′) → U ′ は A′ →

A′/Ieが全射なので closed immersionである。すると g−1(U)の open affineで貼
り合わせた

f ′|SpecA/I×Ug−1(U) : SpecA/I ×U g−1(U) → g−1(U)

も closed immersionとなる (単射は明らか、他の性質は局所的ゆえ)。
Theorem 3.3の証明中 Step 7より Y ×X g−1(U) = SpecA/I ×U g−1(U)な

ので、f ′|Y×Xg−1(U) : Y ×X g−1(U) → g−1(U)が closed immersionとなる。
さらに X =

⋃
i Ui, X

′ =
⋃
i g

−1(Ui) となる開被覆で貼り合わせたものが
f ′ : Y ×X X → X ′ であるが、同様にして closed immersionとなる。

(c) f : Y → X, g : Y ′ → Xを closed immersionとする。X ⊇ U = SpecAと
おくと、Y は reduced induced closed subschemeなので、Y の open subscheme
UY = U ∩ Y も reduced induced closed subschemeとなり、Example 3.2.6より

f−1(U) = U ∩ Y = SpecA/a, a =
⋂

p∈U∩Y
p

が成り立つ。また (b)で示したように U = SpecAにおいて Y ′ ∩U は affineゆえ

g−1(U) = U ∩ Y ′ = SpecA/a′

とおける。
このとき、a ⊇ a′ なので (Example 3.2.6)、

A→ A/a′ → A/a

から

f = gϕU : SpecA/a
φU→ SpecA/a′

g→ SpecA
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を満たす ϕU が存在する。

Y ⊇ SpecA/a

f ((RR
RRR

RRR
RRR

RR
φU // SpecA/a′ ⊆ Y ′

g
uullll

llll
llll

ll

X ⊇ U = SpecA

ここで、もし y ∈ U ∩ V において ϕU (y) 6= ϕV (y)とすると、gは単射なので
gϕU (y) 6= gϕV (y)となるが、すると f(y) 6= f(y)という矛盾を生じる。よって
ϕU (y) = ϕV (y)ゆえ貼り合わせ可能となり、ϕ : Y → Y ′ が定義できて、f = gϕ
となる。

(d) X が affineの場合
f : Z → X = SpecAに対しϕ : A→ OZ(Z)が存在するので (Exercise 2.2.4)、

closed subschemeを Y = SpecA/a, a = kerϕと定義する。ϕは次のように分解
できる。

ϕ : A→ A/a → OZ(Z)

すると再び Exercise 2.2.4から

f = ιg : Z
g→ Y

ι→ X

となり、f は Y を経由する。なお、A → A/ kerϕは全射なので ιは closed im-
mersionである。
さて、

f = ι′g′ : Z
g′→ Y ′ ι′→ X

を満たすXの closed subscheme Y ′が与えられたとする (ι′は closed immersion)。
(b)より Y ′ = SpecA/bとかけるので、

ϕ : A
ι̃′→ A/b

g̃′→ OZ(Z)

とできる。このとき a = kerϕ = ϕ−1(0) ⊇ ι̃′
−1

(0) = bより

A→ A/b → A/a → OZ(Z)

となるので、ιは

ι : Y
h→ Y ′ ι′→ X

と分解できる。

Z

f

""g //

g′   @
@@

@@
@@

Y � � ι //

∃h
��

X

Y ′
. � ι′

>>}}}}}}}}
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ι′ は単射 (closed immersion)なので ιに対し hは一意的であり、よってこのよう
な Y も一意的となる。

Z が reducedのときは Y は reducedである。なぜなら Z が reducedなので
OZ(Z)が reduced、よってN(OZ(Z)) = 0であり、

ϕ−1(0) = ϕ−1(N(OZ(Z))) = ϕ−1(
√
0) =

√
ϕ−1(0)

が成り立つ。従って kerϕは radical idealなので Y = SpecA/ kerϕは reduced
である (Example 3.2.6)。
さらにZが reducedのときは ι(Y ) = f(Z)が成り立つことを示す。まず f = ιg

より

ι(Y ) ⊇ f(Z) ⇒ ι(Y ) ⊇ f(Z)

が成り立つ。
次に spY ⊆ f(Z)を示す。Z =

⋃
iWi, Wi = SpecBi とすると

Wi → Z → X

より

σi : A
φ→ OZ(Z)

ρi→ OZ(Wi) = Bi

が存在する。このとき f(Wi) = f |Wi(V (0)) = V (σ−1
i (0))なので ([1], Exercise

1.21(iii))

f(Z) = f(
⋃
i

Wi) ⊇
⋃
i

f(Wi) =
⋃
i

f(Wi) =
⋃
i

V (σ−1
i (0)) ⊇ V (σ−1

i (0))

である。
ここで f(Z) = V (b)とおくと V (b) ⊇ V (σ−1

i (0))より
√
b ⊆

√
σ−1
i (0) = σ−1

i (
√
0)

%
= σ−1

i (0) ⇒
√
b ⊆

⋂
i

σ−1
i (0)

となる。なお、%
=は Z が reducedだからである。一方、

spY = V (kerϕ) = V (ϕ−1(0))
sheaf
= V (ϕ−1((

⋂
i

ρ−1
i (0)))) = V (

⋂
i

ϕ−1ρ−1
i (0)) = V (

⋂
i

σ−1
i (0))

なので (
sheaf
= は Z の sheaf条件 (3)による)

f(Z) = V (
√
b) ⊇ V (

⋂
i

σ−1
i (0)) = spY

が得られる。

X が一般の schemeの場合
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X =
⋃
i Ui, Ui = SpecAi, Vi = f−1(Ui)とする。

ϕi : A
i → Ai/ kerϕi → OZ(Vi)

f |Vi : Vi
gi→ Yi = SpecAi/ kerϕi

ιi→ Ui = SpecAi

Exercise 2.2.12を用いて Y を構成する。まず、

Uij = ι−1
i (Ui ∩ Uj)

とすると

ϕij = ι−1
j ιi : Uij → Uji

が定義できることを示す。

ιi(x) ∈ SpecAi ∩ SpecAj ⇒ ιi(x) ∈ SpecAigi ≈ SpecAjgj

とする。ここで、f : Z → X に対し、OX/ ker f
# は sheafなので、SpecAigi ≈

SpecAjgj から

(OX/ ker f
#)(SpecAigi) ≈ (OX/ ker f

#)(SpecAjgj )

⇒ Aigi/ kerϕ
′
i = (Ai/ kerϕi)gi ≈ Ajgj/ kerϕ

′
j = (Aj/ kerϕj)gj

となる12。従って

Spec (Ai/ kerϕi)gi (≈ Spec (Aj/ kerϕj)gj )
ιi (≈ιj )→ SpecAigi (≈ SpecAjgj )

より Yiにおける xの開近傍 Spec (Ai/ kerϕi)giが Yjの開近傍 Spec (Aj/ kerϕj)gj
と同型なので ϕij = ι−1

j ιi として ϕij が定義できる。
このとき、ιi = ιjϕji であり ϕji = ϕ−1

ij を満たす。また、

ϕij(Uij ∩ Uik) = ι−1
j ιiι

−1
i (Ui ∩ Uj ∩ Uk) = ι−1

j (Ui ∩ Uj ∩ Uk) = Uji ∩ Ujk

である。Uij ∩ Uik において ϕik = ϕjkϕij となるのは明らかである。
従って Exercise 2.2.12より scheme Y, ψi : Yi ↪→ Y が構成でき

Y =
⋃
i

ψi(Yi)

ψj = ψiϕij

ψi(Yi) ∩ ψj(Yj) = ψi(Uij)

である。
Exercise 2.3.5の注 8から Y は閉集合となる。

12kerφi = ker f#(Ui), kerφ′
i = ker f#(SpecAi

gi
)
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ιiψ
−1
i : ψi(Yi) → X を貼り合わせて (ιi : Yi → X と見做して)、ι : Y → X を

定義する。

Uij

ψi

��

ιi

++WWWW
WWWWW

WWWWW
WWWWW

WWWWW
WW

ψi(Yi) ∩ ψj(Yj) = ψi(Uij) = ψj(Uji) Ui ∩ Uj

Uji

ψj

OO

ιj

33gggggggggggggggggggggggggg

より、ιiψ−1
i = ιiϕijψ

−1
j = ιjψ

−1
j なので、

ι : Y → X

ιi = ιψi

が得られる。ιi が closed immersionだったので ιも closed immersionである。

Z

f

((

g

''OO
OOO

OOO
OOO

OOO
O Vioo gi // Yi

ιi //

ψi
��

Ui // X

Y

ι

77nnnnnnnnnnnnnnn

(19)

同様にして ψigi : Vi → Y を貼り合わせて g : Z → Y を定義できる。実際、
Affineのときの作り方から f |Vi = ιigi であり、Vi ∩ Vj において、

ιigi = f |Vi∩Vj = ιjgj ⇒ ιψigi = ιψjgj ⇒ ψigi = ψjgj

である。図式 (19)の各区画が可換なので

g : Z → Y

f = ιg

である。

Y ′ ⊆ X に対して、f = ι′g′ : Z → Y ′ → X とする。ここでは ψi(Xi)が affine
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の場合の Yi に相当する。

Y

h

��

ι

((QQ
QQQ

QQQ
QQQ

QQQ
QQQ

Z

g

66mmmmmmmmmmmmmmmm

f

��

g′

  B
BB

BB
BB

BB
BB

BB
BB

BB
BB

B Vioo gi // ψi(Yi)

O O

ι|ψi(Xi) //

hi
��

Ui // X

Y ′
i

��

ι′|Y ′
i

<<zzzzzzzzz

Y ′

ι′

==||||||||||||||||||||

Y ′
i = Y ′ ∩Uiとおくと、Y ′

i → Uiは closed immersionになるので、affineの場合
に示したことから、ι|ψi(Yi) = ι′|Y ′

i
hiとなる hi : ψi(Yi) → Y ′

i が一意に存在する。
このとき、ψi(Yi) ∩ ψj(Yj) = ψi(Uij) = ψj(Uji)において

(ι′hi)|ψi(Uij) = ιψi(Yi)∩ψj(Yj) = (ι′hj)ψj(Uji) ⇒ hi|ψi(Yi)∩ψj(Yj) = hj |ψi(Yi)∩ψj(Yj)

となることから

h : Y → Y ′, ι = ι′h

となる hが一意に存在する。
この hの一意性から、Y も一意的となる。

Z が reducedのときは、affineの場合に示したことから Y は reducedである
(reducedというのは局所的性質)。また、affineの場合 f(Vi) = spYiだったので、
位相空間において

f(Z) =
⋃
i

f(Vi) =
⋃
i

f(Vi) =
⋃
i

ψi(Yi) = Y

となる。spY = f(Z)の reduced induced closed subschemeは (c)で示したよう
に一意的なので、Y に等しい。

2.3.12

(a) ϕ : S → T は次数を保存する全射なので ϕ(S+) = T+ である。よって

U = {q|q 6⊇ ϕ(S+)} = {q|q 6⊇ T+} = ProjT

となる。
ϕが全射のとき f が closed immersionとなることは、Exercise 2.2.18(c)と全

く同様にして証明できる。
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(b) ϕ : S → S/I は全射なので (a)から

f : ProjS/I → ProjS

は closed immersionである。I = ⊕d≥0Idに対して I ′ = ⊕d≥d0Idとすると、同様
に f ′ : ProjS/I ′ → ProjS も closed immersionである。

Exercise 2.2.14(c)よりProjS/I
∼→ ProjS/I ′は isomorphismなので、f, f ′は

同一の (equivalentな)closed subschemeを与える。

2.3.13

(a) f : Y → X を closed immersion、U = SpecA ⊆ X を任意の open affine
とすると、f |f−1(U) : f

−1(U) → U は closed immersionである。実際 f−1(U) =

U ∩ Y は U の閉集合であり、f# の全射性は stalkを用いて局所的に示せるから
である。
従って、Exercise 2.3.11(b)より

f−1(U) = SpecA/a

とおける。このとき A→ A/aにおいて、A/aは有限生成 A-moduleなので f は
finite typeである。

(b) Exercise 2.3.3(a)から f : Y → X が locally of finite typeであることを示
せばよい。

Y は openなのでX の open affine V = SpecAに対し f−1(V ) = V ∩ Y はX
で openである。従って、f−1(V ) =

⋃
iD(gi) =

⋃
i SpecAgi , gi ∈ Aとかける。

すると Agi = A[1/gi]から Agi は有限生成 A-代数なので、A → Agi は locally of
finite typeである。

(c) Finite type f, gの合成を

h = gf : X
f→ Y

g→ Z

とする。Exercise 2.3.3(b)より Z = SpecC としてよい。gが finite typeなので

Y = g−1(Z) =
⋃
i∈I

Yi, Yi = SpecBi, |I| <∞, Bi = C[b1i , · · · , bni ]

となり、f も finite typeなので

f−1(Yi) =
⋃
j∈Ji

Xij , Xij = SpecAij , |Ji| <∞, Aij = Bi[a
1
ij , · · · , amij ]

となる。従って、

h−1(Z) = f−1g−1(Z) =
⋃
i

f−1(Yi) =
⋃
i,j

Xij , Xij = SpecAij
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となり、(i, j)は有限個である。

Aij = Bi[a
1
ij , · · · , amij ] = C[b1i , · · · , bni ][a1ij , · · · , amij ] = C[b1i , · · · , bni , a1ij , · · · , amij ]

から、Aij は有限生成 C 代数となる。
以上により h = gf は finite typeであることが示された。

(d) f : X → Y を finite type, S′ → S を scheme morphismとする。

X ′ = X ×S S′

p1

xxrrr
rrr

rrr
rr p2=f

′

&&LL
LLL

LLL
LLL

X
f

&&MM
MMM

MMM
MMM

M S′

g

xxqqq
qqq

qqq
qqq

S

S =
⋃
λ

Sλ, Sλ = SpecBλ

f−1(Sλ) =
⋃
i∈I

Uλi, Uλi = SpecAλi, |I| <∞

において、Aλi は有限生成 Bλ-代数とする。
g−1(Sλ)は open subschemeだから g−1(Sλ) =

⋃
µWλµ, Wλµ = SpecCλµ と

かけ、S′ = g−1(S) =
⋃
λµWλµ となる。

f ′−1(Wλµ) = X×SWλµ
#
= f−1(Sλ)×SλWλµ =

⋃
i∈I

Uλi×SλWλµ =
⋃
i∈I

Spec (Aλi⊗BλCλµ)

より、f ′−1(Wλµ)は有限個の open affineでカバーされる。等号 (
#
=)は Theorem

3.3の証明の Step 7による。
一方、Aλiは有限生成Bλ-代数なのでAλi = Bλ[a1, · · · , an], aj ∈ Aλiと表せ

る。CλµはBλ-代数なのでスカラーの拡大よりAλi ⊗Bλ Cλµは Cλµ-代数である。
従って

Aλi ⊗Bλ Cλµ = Cλµ[a1 ⊗Bλ 1, · · · , an ⊗Bλ 1]

となり、有限生成 Cλµ-代数である。

(e) f : X → S が finite typeなので (d)より f ′ : X ×S Y → Y は finite type
であり、g : Y → S が finite typeなので (c)より合成 gf ′ : X ×S Y → Y → S も
finite typeである。

(f) f は quasi-compact なので、Exercise 2.3.3(a) より f が locally of finite
typeであることを示せばよい。Exercise 2.3.1から Z = SpecC とできる。

g−1(Z) =
⋃
i

Yi, Yi = SpecBi, f
−1(Yi) =

⋃
j

Xij , Xij = SpecAij
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とすると、Bi は C 代数であり、Aij は Bi 代数である。

(gf)−1(Z) =
⋃
i

f−1(Yi) =
⋃
i,j

Xij

において、gf が finite typeなので Exercise 2.3.3(c)より Aij は有限生成 C 代数
である。Biは C 代数なので、当然 Aij は有限生成 Bi代数となる。従って、f は
locally of finite typeである。

(g) f : X → Y において、Y は noetherianゆえ

Y =
⋃
i∈I

SpecBi, |I| <∞, Bi : noetherian

であり、f が finite typeなので

f−1(SpecBi) =
⋃
j∈Ji

SpecAij , |Ji| <∞, Aij : finitely generated Bi-algebra

である。このときBiが noetherianなので、[1], Corollary 7.7からAij も noethe-
rianである。すると、

X =
⋃
i∈I

f−1(SpecBi) =
⋃

i∈I,j∈Ji

SpecAij , Aij : noetherian,
∑
i∈I

|Ji| <∞

より、X は noetherianである。

2.3.14

Finite type morphism f を

f : X → Spec k, X =
⋃
i

Ui, Ui = SpecAi, Ai : finitely generated k-algebra

とする13。SpecAi の開基 D(g) = SpecAig, g ∈ Ai に対し、Ai が有限生成 k-代
数なので Aig も有限生成 k-代数である。

X の任意の開集合 V にはX の閉点が存在することを示す。x ∈ V を V の閉
点とする。V はD(g)としてよいので V = SpecB とできる。

V の閉点を xとし、x ∈ Ui となる任意の Ui を取ると、

x ∈W := SpecAig ≈ SpecBh ⊆ V ∩ Ui ⊆ Ui, g ∈ Ai, h ∈ B

とでき、Aig は有限生成 k-代数である。xは V の閉点なのでW (⊆ V )の閉点で
もある。

W
ι
⊆ Ui に対応して ϕ : Ai → Aig とすると、xはW = SpecAig の閉点なので

Aig のmax ideal mに対応している。このとき、次の性質 6から ϕ−1(m)は Aiの
max idealであり、対応して ι(x) = x ∈ Ui は Ui の閉点である。

13f は locally of finite type でも成立するので、ここではその証明を与える。
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性質 6. 有限生成 k-代数A,Bとmorphism ψ : A→ Bにおいて、mがBのmax
idealなら ψ−1(m)は Aのmax idealである。

(証明) K = B/m, L = A/ψ−1(m)とおくと K は体、Lは整域である。この
とき

ψ′ : L→ K, x̃ 7→ ψ̃(x)

は単射である。実際

ψ̃(x) = 0 ⇔ ψ(x) ∈ m ⇔ x ∈ ψ−1(m) ⇔ x̃ = 0

である。
B は有限生成 k-代数ゆえ、体 K = B/mも有限生成 k-代数であり、K は k

の有限次代数拡大体となる ([1], Corollary 5.24)。よってK の元は k上モニック
多項式の根であり、L は k 代数なので K は L 上整となる。すると L は体 ([1],
Proposition 5.7)、ψ−1(m)はmax idealとなる。(証明終)

以上により V の閉点 xは x ∈ Uiとなる全ての Uiにおいて閉点となる。する
と、Uiは開集合なので、xの Uiにおける補集合 {x}c ∩ Uiはそれ自身X の開集
合であり、{x}c ∩Ui = Viとかける。xを含まない Uj においては {x}c ∩Uj = Uj
が成り立つ。これら全ての和集合をとると

{x}c =
⋃
i

Vi ∪
⋃
j

Uj

は開集合である。よって、xはX においても閉集合、すなわち閉点である。従っ
て、V にはX の閉点が存在する。

反例は Example 2.3.2に述べられている。すなわち discrete valuation ring R
に対する T = SpecR = {t0, t1}において、閉点集合は t0 のみなので、t1 は開集
合であるが閉点を含まない。

2.3.15

(a) (i)→ (iii)→ (ii)→ (i)を示す。ここで (iii)→ (ii)は自明である。
(i)→ (iii): Xk が既約、k ⊆ K とする。
まず、kは代数的閉体としてよいことを示す。SpecK → SpecK が全射なの

で、次の性質 7 から XK → XK も全射となり14、もし XK が既約であること
を示せれば XK も既約となる15。さらに f : X → Spec k が finite type ならば
f : Xk → Spec kも finite typeである (Exercise 2.3.13(d))。
つまり、finite type f : Xk → Spec kにおいて、Xk : 既約のとき、∀K/kに対

しXK : 既約を示せばよいことになる。よって kは代数的閉体とする。
14Surjective scheme morphism は位相空間上で全射をいう (Stacks Project 29.9.1)。
15f : X ↠ Y, Y = V1 ∪ V2 ⇒ X = f−1(Y ) = f−1(V1) ∪ f−1(V2)

X:irreducible
=⇒ f−1(Vi) =

X ⇒ Vi = Y
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性質 7. (全射性は base changeで保存)
f : X → Y が全射なら morphism Y ′ → Y に対し X ×Y Y ′ → Y ′ も全射で

ある。

(証明) g : Y ′ → Y, y′ 7→ yに対し、f が全射なので f(x) = y = g(y′)となる
x ∈ X が存在する。このとき、Exercise 2.2.7から

Spec k(x) → X → Y ⇒ k(y) ↪→ k(x) ⇒ Spec k(x) → Spec k(y)

となる。同様にして Spec k(y′) → Y ′, Spec k(y′) → Spec k(y)となるので

Spec k(x)×Spec k(y) Spec k(y
′) = Spec (k(x)⊗k(y) k(y′))

が得られる。Fibred productの普遍的性質から

θ : Spec (k(x)⊗k(y) k(y′)) → X ×Y Y ′

が存在する。

X ×Y Y ′

ssggggg
ggggg

ggggg
ggggg

ggggg
g

f ′

++WWWW
WWWWW

WWWWW
WWWWW

WWWWW
WWW

x ∈ X

f

''OO
OOO

OOO
OOO

OOO
OOO

OOO
OOO

OOO
OOO

OO
Spec k(x)oo

((RRR
RRR

RRR
RRR

RR
Spec (k(x)⊗k(y) k(y′))oo

σ
//

θ

OO

Spec k(y′)
ρ

//

uullll
lll

lll
lll

l
Y ′ 3 y′

g

wwnnn
nnn

nnn
nnn

nnn
nnn

nnn
nnn

nnn
nnn

n

Spec k(y)

��
Y 3 y

k(y) ↪→ k(x) から k(x) は k(y)-加群なので、k(y)-flat であり16、従って、0 6=
k(y′) = k(y) ⊗k(y) k(y′) ↪→ k(x) ⊗k(y) k(y′)から Spec (k(x) ⊗k(y) k(y′)) 6= ∅で
ある。
上図式の可換性から、z ∈ Spec (k(x)⊗k(y) k(y′))とすると

f ′θ(z) = ρσ(z) = y′

であり、f ′ は全射となる。(証明終)

次にX は affineとしてよいことを示す。そのために、次の性質 8を用いる。

性質 8.
X : irreducible ⇔ X =

⋃
i

Ui, Ui : open and irreducible, Ui ∩Uj 6= ∅, ∀i, j

16k′ = k(y)は k′-flat、k′-moduleはベクトル空間 (自由加群)なので k′-flatである ([1], Exercise
2.4)。
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(証明) (⇒) X を irreducible schemeとすると、open covering Ui が存在し、
それは既約で、Ui ∩ Uj 6= ∅である。

(⇐) X = Z1 ∪Z2, Zi : closedとする。Ui = Ui ∩X = (Ui ∩Z1) ∪ (Ui ∩Z2):
既約より、Ui = Z1 ∩ Ui ⇒ Ui ⊆ Z1 とできる。任意の j に対し Uj は既約なの
で、∅ 6= Ui ∩ Uj ⊆ Z1 ∩ Uj から

Uj = Ui ∩ Uj
Uj ⊆ Z1 ∩ Uj

が得られる。すると Uj ⊆ Z1 ⇒ X ⊆ Z1 から X は既約となる。なお、Ui は
affineに限ってもよい。(証明終)

X が既約なので

X =
⋃
i

U i, U i = SpecAi, U i : irreducible, U i ∩ U j 6= ∅

とできる。p : XK → X, U iK = U i ×k K とおくと U i ×k K = p−1(U i)から U iK
は openであり、

XK = p−1(X) = p−1(
⋃
i

U i) =
⋃
i

U iK

となる。

x ∈ U i ∩ U j ⇒ x ∈ SpecAifi ≈ SpecAjfj , A
i
fi ≈ Ajfj

⇒ Aifi ⊗k K ≈ Ajfj ⊗k K ⇒ SpecAifi ×k K ≈ SpecAjfj ×k K

ここで、U i ∩ U j 6= ∅から Ai 6= 0であり、k 加群 Aifi は flatなので 0 6= Aifi =

Aifi ⊗k k ↪→ Aifi ⊗k K より Aifi ⊗k K 6= 0となる。
すると ∅ 6= SpecAifi ×k K ⊆ SpecAi ×k K =: U iK より17 U iK ∩ U jK 6= ∅で

ある。従って、U iK : 既約を証明できればXK : 既約となるので、改めて U i をX
とする (affine)。

X = SpecAとする。X の既約性は位相空間における既約性なので、Exercise
2.2.3(b)よりX は reducedとしてよく、よってX は integral scheme、Aは整域
となる。
このとき XK が integral、即ち AK = A ⊗k K が整域であることを示すため

に、仮に AK に非零零因子

a =
∑
i

a′i ⊗k a′′i 6= 0, b =
∑
i

b′i ⊗k b′′i 6= 0, ab = 0

が存在したとする。すると、Kにおいて {a′′i }i, {b′′i }iから生成される有限生成 k-代
数 (整域)Bを取ることができる。すると k加群Aは flatなのでA⊗kB ↪→ A⊗kK
は単射となる ([1], Proposition 2.19)、

17X × Y, U ⊆ X ⇒ U × Y = p−1(U) ⊆ X × Y
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従って a, bを含むA⊗kBはA⊗kKの部分環とみられるので、a, bはA⊗kB
の非零零因子となる。

k上ベクトル空間Aの基底を {ei}iとする18。このとき、{ei⊗k 1}iはB-加群
A⊗k B の基底となる。
(∵)

δi : A→ k, ej 7→

{
1 ; j = i

0 ; j 6= i

とすると、

ψi : A×B → B, (a, b) 7→ δi(a)b

は双線形なので、tensorの普遍的性質から

ψ̃i : A⊗k B → B, a⊗k b 7→ δi(a)b

が存在する。

A⊗kB 3
∑
i

ai⊗bi =
∑
i

(
∑
j

kijej)⊗bi =
∑
j

(
∑
i

kijbi)(ej⊗k1),
∑
i

kijbi ∈ B

から A⊗k B は {ei ⊗k 1}i で生成される。
次に

∑
j bj(ej ⊗k 1) = 0とする。このとき bj(ej ⊗k 1) = ej ⊗k bj なので、

0 = ψ̃i(
∑
j

bj(ej⊗k1)) = ψ̃i(
∑
j

(ej⊗kbj)) =
∑
j

ψ̃i(ej⊗kbj) =
∑
j

δi(ej)bj = bi

より、{ei ⊗k 1}i は基底をなす。((∵)終)
さて、零因子の基底表現を

a =
∑
j

aj(ej ⊗k 1) 6= 0, b =
∑
j

bj(ej ⊗k 1) 6= 0, aj , bj ∈ B

としたとき、ある ai, bj は非零なので aibj 6= 0となる (B は整域)。
このとき、aibj 6∈ ∃mとなるBの極大 ideal mが存在する。なぜなら、Bは有

限生成 k-代数ゆえ Jacobson環なので ([1], Exercise 5.24)、もし aibj が全ての極
大 idealに属すと Jacobson根基=

√
0に属すので、(aibj)

n = 0 ⇒ aibj = 0とな
り、仮定に反する。
よって aibj 6∈ mとなる Bの極大 ideal mが存在する。kが代数的閉体19 なの

で B/m = kであり ([1], Corollary 7.10)、A⊗k B/m = A⊗k k = Aとなる。
よって ϕm : B → B/m = kを標準的全射とすると、環準同型

ϕ = 1⊗k ϕm : A⊗k B → A

18ベクトル空間 V には基底 {ei}i が存在し (有限とは限らない)、任意の元は
∑

i aiei, ai ∈ k と
かける。ここで ai 6= 0 となる i は有限個である ([3], 6 章定理 2)。

19代数的閉包 K/k の定義は、代数的拡大かつ K が代数的閉体。
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∑
i

xi(ei ⊗k 1) =
∑
i

ei ⊗k xi 7→
∑
i

ei ⊗k ϕm(xi) =
∑
i

ϕm(xi)ei

が定義できる。

aibj 6∈ m ⇒ ϕm(ai)ϕm(bj) 6= 0 ⇒ ϕm(ai) 6= 0, ϕm(bj) 6= 0

⇒ ϕ(a) =
∑
i

ϕm(ai)ei 6= 0, ϕ(b) 6= 0, ϕ(ab) = ϕ(a)ϕ(b) = 0

より Aに非零零因子が存在してしまい、Aの整域性に反する。

(ii)→ (i): 標数が 0のときは k = ksゆえ (ii)→ (i)は成立するので、標数 p 6= 0
とする。

kの代数的閉包 kは一意的であり、分離閉包 ks の純非分離拡大体になってい
る ([4], 系 2.5.3)。

X → kが finite typeなので Exercise 2.3.13(d)より Xks → ks も finite type
で、Xk = (Xks)k である。よって k ⇐ ks, X ⇐ Xks ,K := kとして、K/kが純
非分離代数拡大でX が既約のときXK が既約であることを示せばよい。
さらにX が affine integral schemeとしてよいのは、(i)→ (iii)で示した通り

であり、結局 AK = A⊗k K が整域であることを言えばよいことになる。
AK に非零零因子があったとすると、(i)→ (iii)と同様に有限生成 k-代数 (整

域)B ⊆ K が存在し、AB = A⊗k Bにおいて非零零因子 xy = 0, x 6= 0, y 6= 0が
存在する。

B = k[z1, · · · , zn], zi ∈ K とする。このとき zqii ∈ k, qi = pmi となる自然数
mi が存在するので ([4], 系 2.5.3)、q = max{q1, · · · , qn}とすると

χq : B → k, b 7→ bq

が定義できる。これはフロベニウス写像の制限なので単射である。すると、環準
同型

µq = 1⊗k χq : AB → A

も定義でき、A が既に述べたように flat k-module なので、やはり単射である。
よって、

ab = 0, a 6= 0, b 6= 0 ∈ AK ⇒ 0 = µq(ab) = µq(a)µq(b), µq(a) 6= 0, µq(b) 6= 0

となり、Aの整域性に反する。

(b) (a)と同様、(i)→ (iii)→ (ii)→ (i)を示す。ここでも (iii)→ (ii)は自明で
ある。

(i)→ (iii): 一般に、L/K に対し、XL : reduced ⇒ XK : reducedである。
(∵) k-代数 Aは flatゆえ、K ↪→ Lのとき A⊗k K ↪→ A⊗k Lが単射なので、

N(A⊗k L) = 0 ⇒ N(A⊗k K) = 0となる。被約性が局所的に定義されているこ
とから

XL : reduced ⇒ XK : reduced, K ⊆ L
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である。(∵終)
これを用いて (a)と同様にして (i)→ (iii)を示す。kを代数的閉体とできるこ

と、X を affineとできることは (a)と全く同じである。
K/k, X = SpecA, N(A) = 0とし、XK に非零冪零元

an = 0, a =
∑
i

a′i ⊗k a′′i 6= 0, a′i ∈ A, a′′i ∈ K

が存在したとする。Kにおいて {a′′i }iから生成される有限生成 k-代数 (整域)Bを
取ることができ、A⊗kBにおいても an = 0, a 6= 0となって、非零冪零元となる。

(a)の場合同様、ベクトル空間Aの基底を {ei}iとし、a =
∑
i ai(ei⊗k 1), ai ∈

B とすると、∃ai 6= 0, ai 6∈ ∃m ⊆ B なので、標準的全射 ϕm : B → B/m = kに
対し ϕm(ai) 6= 0である。

ϕ = 1⊗k ϕm : A⊗k B → A,
∑
i

xi(ei ⊗k 1) =
∑
i

ϕm(xi)ei

とすると、an = 0 ⇒ 0 = ϕ(a)n より ϕ(a) =
∑
i ϕm(xi)ei は Aの冪零元となる

が、ϕm(ai) 6= 0より非零冪零元なので、Aは reducedでなくなる。

(ii)→ (i): kの代数的閉包 kは完全閉包 kpの分離拡大体である20。X → Spec k
が finite type なので Exercise 2.3.13(d) より Xkp → Spec kp も finite type で、
Xk = (Xkp)k である。よって、k ⇐ kp, X ⇐ Xkp ,K := kとして、K/kが分離
代数拡大でX が reducedのとき、XK が reducedであることを示せばよい。
さらにX = SpecAと affineとしてよいのは、(i)→ (iii)で示した通りであり、

結局Aが reducedのときA⊗kKが reducedであることを言えばよいことになる。
Aは整域、さらにその商体としてよいことを示す。前提から Aは有限生成 k-

代数なのでネーター環であり ([1], Corollary 7.7)、その極小素イデアルは有限個
である ([1], Exercise 6.9)。全ての極小素イデアルを {p1, · · · , pn}とすると、標準
的全射を ϕi : A↠ A/pi として

A→
∏
i

A/pi, a 7→ (ϕ1(a), · · · , ϕn(a))

が定義できるが、これは単射である。

(∵) a ∈ ∀pi ⇒ a ∈
⋂
i

pi =
⋂

p = N(A) = 0 ⇒ a = 0

K/kは flatなので

A⊗k K ↪→ (
∏
i

A/pi)⊗k K
dt
≈

∏
i

(A/pi ⊗k K)

が成立する。ここで (
dt
≈)が成立するのは、次の性質 9による。

20kp の元は k の元の pn 乗根なので代数的。完全閉包は完全体、完全体の定義 ([4], p. 54)から完
全体の代数拡大体は分離拡大。
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性質 9. (
∏
i∈I Ai)⊗k B ≈

∏
i∈I(Ai ⊗k B), |I| <∞

(証明)

(
∏
i

Ai)×B →
∏
i

(Ai ⊗k B), (
∏
i

ai, b) 7→
∏
i

(ai ⊗k b)

が双線形性写像なので、tensorの universal propertyから、

∃!g : (
∏
i

Ai)⊗k B →
∏
i

(Ai ⊗k B), (
∏
i

ai)⊗k b 7→
∏
i

(ai ⊗k b)

が存在する。
次に Ai ↪→

∏
iAi から得られる双線形性写像 Ai ×B →

∏
iAi ⊗k B より

∃!hi : Ai ⊗k B → (
∏
i

Ai)⊗k B, ai ⊗k b 7→ (0, · · · , 0, ai, 0, · · · , 0)⊗k b

が存在し、

h :
∏
i

(Ai⊗kB) → (
∏
i

Ai)⊗kB,
∏
i

(ai⊗k b) 7→
∑
i

hi(ai⊗k b) = (
∏
i

ai)⊗k b

が得られる。
このとき、hg = id(

∏
i Ai)⊗kB , gh = id∏

i(Ai⊗kB) なので、(
∏
iAi) ⊗k B ≈∏

i(Ai ⊗k B)である。(証明終)

以上により
∏
i(A/pi ⊗k K)が reducedなことを示せば A⊗k K も reducedに

なる。
∏
i(A/pi ⊗k K)が reducedであることは、全ての A/pi ⊗k K が reduced

と等価なので、A/pi⊗kKの reducednessを言えばよいことになる。A/piは有限
生成 k-代数 (よって flat)でかつ整域なので、A/pi を Aとすると整域となる。
さらに A ⊗k K ↪→ Frac (A) ⊗k K より、Frac (A) ⊗k K が reducedなことを

言えばよく、よって Aは体としてよい。
AK に非零冪零元が存在したとすると、(i) → (iii) と同様に有限生成 k-代数

(整域)B ⊆ K が存在し、AB = A⊗k B において非零冪零元が存在する。すると
A ⊗k B ↪→ A ⊗k Frac (B)より A ⊗k Frac (B)にも非零冪零元が存在することに
なる。

K/kは分離代数拡大なので L = Frac (B)は有限分離代数拡大、よって単純拡
大で ([4], 定理 2.5.2)、L = k(α) = k[X]/(f), α ∈ Lと書ける。ここで、f は α
の最小多項式で分離的である。

A⊗k L = A⊗k k[X]/(f) = A[X]/(f)

において、f は A[X]でも分離多項式なので f = f1 · · · fmと既約分解すると各々
は分離既約多項式である。

A[X]/(f)
(crt)
↪→

∏
i

A[X]/(fi)
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において、各 A[X]/(fi)は reduced(整域)なので A[X]/(f)、ひいては A⊗k Lも
reducedとなり、非零冪零元が存在することに矛盾する。よって AK は reduced
である。

(crt) が成立する理由: 標準的全射を ϕ : A[X] ↠ A[X]/(f), ϕi : A[X] ↠
A[X]/(fi)とすると g ∈ (f) ↔ f |g ↔ fi|g ↔ g ∈ (fi)なので

A[X]/(f) ↪→
∏
i

A[X]/(fi), ϕ(g) 7→ (ϕ1(g), · · · , ϕm(g))

が成り立つ。

(c) Fp を標数 p > 1の素体とする。

k = Fp(t), K = k[x]/(xp − t) = Fp(α), α = t1/p

に対しX = SpecK は当然に integral schemeである。
XK = Spec (K ⊗k K)が irreducibleでも reducedでもないことを示す。K 上

で xp − t =
∏
j fj と既約分解すると

K⊗kK = k[x]/(xp−t)⊗kK = K[x]/(xp−t) = Fp(α)[x]/(x
p−t) =

∏
j∈J

K[x]/(fj)

において、fj の一つは x− αゆえ |J | > 1なので、

XK =
∐
j∈J

SpecK[x]/(fj)

より、XK は irreducibleではなくなる。
また、

β = α⊗k 1− 1⊗k α ∈ K ⊗k K

とすると

βp = (α⊗k 1− 1⊗k α)p = t⊗k 1− 1⊗k t = t− t = 0

より β は冪零元である。しかし α 6∈ kなので β は零ではない。
(∵) β = 0とする。k-ベクトル空間K の基底を {ei}iとし (e0 = 1とおける)、

α =
∑
i biei ∈ V, bi ∈ kすると、

α⊗k 1− 1⊗k α =
∑
i

bi(ei ⊗k e0)−
∑
j

bj(e0 ⊗k ej)

において、{ei ⊗ ej}i,j は K ⊗k K の基底となるので ([3], 6章定理 12系)、bi =
0, i 6= 0、よって α = b0e0 = b0 ∈ kとなる。((∵)終)
以上により XK は reducedでない。従って X は integralであるが、geomet-

rically irreducibleでも geometrically reducedでもない。
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2.3.16

性質P を満たさないX の部分閉集合の全体

Σ = {Y |P does not hold for Y }

が空集合であることを示す。
もし空集合でないとすると、X は noetherianなので Σに極小閉集合 Ỹ が存

在し、その真閉部分集合 ∀Z ( Ỹ はP を満たす。すると、仮定から Ỹ もP を
満たすことになり、矛盾をきたす。よって、Σ = ∅、すなわちX(および∅)はP
を満たす。

2.3.17

(a) X は schemeなので Exercise 2.2.9より既約成分は一意的な generic point
を持つ。spX は noetherianでもあるので Zariski spaceである。

(b) Zariski space Xの非空極小閉集合を Y とする。y ∈ Y とすると {y}− ⊆ Y
となるが、Y は極小閉集合なので {y}− = Y を得る。{y}− = Y は既約なので21、
Y は一意的な generic point y0 を持ち、y = y0 である。よって、Y = {y0}とな
る。

(c) もし U 3 x ⇒ U 3 y, V 3 y ⇒ V 3 xとなる x, y ∈ X が存在したとす
る。すると {y}− 3 x, {x}− 3 y ⇒ {x}− = {y}− となるが、既約閉集合 {x}−
の generic pointの一意性から x = yである。

(d) X = {x}− とし、その非空開部分集合を U とする。

If x 6∈ U ⇒ x ∈ U c ⇒ X = {x}− ⊆ U c ⇒ U = ∅

より x ∈ U である。

(e) 定義から

x1 > x0
def⇔ {x1}− 3 x0 ⇔ {x1}− ⊇ {x0}−

なので、反射律、推移律は成立する。また、generic pointの一意性から反対称律
も成り立つ。よって “>”は半順序関係である (等号を含んでいる)。

x1 が極小元とすると

{x1}− 3 x0 ⇒ x1 > x0

より x1 = x0 が得られ、x1 は closed pointとなる。
xが極大元とし、それを含む既約成分を Y = {y}− とする。すると {x}− ⊆

{y}− ⇔ x < yより、xが極大なので x = yである。

21{x}− = Y1 ∪ Y2, x ∈ Yi ⇒ {x}− ⊆ Yi
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また Y 3 x1, x1 > x0 ⇒ Y ⊇ {x1}− 3 x0 より、閉集合は stable under
specializationである。
さらに U 3 x0, x1 > x0 とすると、

{x1}− 3 x0 ⇔ V 3 x1 for ∀V 3 x0

より U 3 x1 となり、開集合は stable under generizationである。

(f) t(X)の open setの集合を U(t(X))、X の open setの集合を U(X)とする
と、Proposition 2.6の証明で示されているように、

U(t(X))
∼→ U(X), U 7→ α−1(U)

から、t(X)の open setとX の open setは一対一対応している22。
よって spX が noetherianならば sp t(X)も noetherianである。
t(Y )を t(X)の既約閉集合とする。

Y = Z1 ∪ Z2 ⇒ t(Y ) = t(Z1) ∪ t(Z2) ⇒ t(Y ) = t(Zi)

⇒ Y = α−1(t(Y )) = α−1(t(Zi)) = Zi

より、Y は既約閉集合であり、t(X)の元 (閉点)である。t(X)における閉集合の
定義から、点 Y を含む最小閉集合は t(Y )なので、Y − = t(Y )である。
もしX の既約閉集合 Y, Z が t(X)の generic pointとすると

Y − = Z− ⇒ t(Y ) = t(Z) ⇒ Y ⊆ Z,Z ⊆ Y ⇒ Y = Z

となり、generic pointは一意的である。
spX が Zariski spaceのとき、X の既約閉集合は Y = {P}− となり、このよ

うな P は一意的なので t(X)はこのような {P}−からなる。すなわち、連続写像

α : X → t(X), P 7→ {P}−

は全単射を与える。すると、前注から α−1(t(Y )) = Y なので、t(Y ) = α(Y )より
αは閉写像、ひいては同相写像となる。
逆に αが同相写像ならば、t(X)の元であるX の既約閉集合 Y に対して Y =

α(P ) = {P}− となる P ∈ X が一意的に存在するので、spX は Zariski spaceで
ある。

2.3.18

(a) 本問は [1], Exercise 7.20, (i)に示されている。X は Zariski spaceとは限
らない一般の位相空間において成立する。

X の部分集合の集合として Fの他に
G := {finite union of locally closed subsets in X}

22α̃ : C(t(X))
∼→ C(X), t(Y ) 7→ α−1(t(Y )) = Y。なお、等号は α(Y ) ⊆ t(Y ) ⇒ Y ⊆

α−1(t(Y )) と x ∈ α−1(t(Y )) ⇒ α(x) = {x}− ∈ t(Y ) ⇒ x ∈ Y から得られる。
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H := {finite disjoint union of locally closed subsets in X}
とする。ここで、disjoint union A t B は、A ∩ B = ∅のときの A ∪ B と解釈
する。
まず G = Fを示す。開集合、閉集合をそれぞれ O,C のように書くことにす

ると、Oc ∪ Cc = (O ∩ C)c ∈ Fとなるが、すると⋃
i∈I

(Oi ∩ Ci) = (
⋂
i∈I

(Oci ∪ Cci ))c ∈ F, |I| <∞

から、G ⊆ Fである。また、Gは条件 (1)～(3)を満たす。実際、(1)は明らかであり、
(2)は

⋂
j(
⋃
i L

j
i )を加法標準形に直せばわかるように、成立する。ここでL = O∩C

は locally closed setであり、Lも Lc も Gに属す。(3)は (
⋃
i Li)

c =
⋂
i L

c
i ∈ G

より成立する。
Fは条件 (1)～(3)を満たす極小集合なので G = Fである。

次に H = Gを証明する。H ⊆ Gは明らかである。L1 ∪ · · · ∪ Ln ∈ Hを nの
数学的帰納法で示す。

L = O ∩ C ∈ Hは成立するので、n− 1まで成立すると仮定する。

L1∪· · ·∪Ln−1∪Ln = (L′
1t· · ·tL′

m)∪Ln = Lnt(L′
1∩Lcn)t· · ·t(L′

m∩Lcn) (20)

において、Lc = (O ∩ C)c = Oc t (Cc ∩O)より

L′ ∩ Lc = L′ ∩ (Oc t (Cc ∩O)) = (L′ ∩Oc) t (L′ ∩ (Cc ∩O))

なので式 (20)は finite disjoint union of locally closed subsetsとなり、G ⊆ Hを
得る。前の結果を合わせて G = Hである。
以上により H = Fとなる。

(b) [1], Exercise 7.20, (ii)に、次のように示されている。
条件: 既約X で Constructible Z が稠密である条件は Z が開集合を含むこと

X が Zariski spaceのときは Z の生成元は全ての開集合に含まれるので (Exercise
2.3.17(d))、生成元を含むことと等価となる。
よって、ここでは上記条件を証明する23。
Z が開集合を含むとき、

Z ⊇ U ⇒ Z− ⊇ U− = X

より Z は稠密である。
逆に、Z− = X とする。Z が constructible部分集合なので Z =

⋃
i∈I Oi ∩

Ci, |I| <∞と書ける。

Z =
⋃
i

(Oi ∩ Ci) ⊆
⋃
i

Ci ⇒ X = Z− ⊆
⋃
i

Ci ⇒ X =
⋃
i

Ci

Z =
⋃
i

Oi ∩ Ci ⊇
⋃
i

(O ∩ Ci) = O ∩
⋃
i

Ci = O ∩X = O

23この証明に X が noetherian である必要はない。
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ここでX は既約なので O :=
⋂
j Oj 6= ∅である。

(c) Sが閉集合なら (a)より constructibleであり、Exercise 2.3.17から stable
under specializationである。
逆に S が constructibleで stable under specializationのとき、S− = S とな

ることを示す。
(a)で示したように

S =
⋃
i∈I

Oi ∩ Ci, |I| <∞

とできるが、閉集合 Ciは noetherianなので ([1], 演習 6.5)、既約な閉部分集合の
有限和となる ([1], 演習 6.7)。よってそれらの各既約閉部分集合を改めて Ciとす
ると、

Z =
⋃
i∈I

Oi ∩ Ci, |I| <∞, Oi : open, Ci : irreducible closed

とおける。
Oi ∩ Ci は既約 Ci における開集合なので
(Oi ∩ Ci)− = Ci = {ηi}−

であり (X は Zariski space)、x ∈ S− とすると

S− =
⋃
i

(Oi ∩ Ci)− =
⋃
i

Ci ⇒ x ∈ ∃Ci

ここで、Ciは irreduible Zariski Spaceとなるので、Ciの開集合Oi ∩Ciは ηi
を含む (Exercise 2.3.17(d))。よって S ⊇ Oi ∩Ci 3 ηiとなり、S が stable under
specializationゆえ

S ⊇ {ηi}− = Ci 3 x ⇒ S− ⊆ S

から S− = S となる。

一般に S ⊆ X とすると
[S 3 x⇒ S ⊇ {x}−] ⇔ [Sc 63 x⇒ Sc ∩ {x}− = ∅] (21)

が成り立つが、左辺は S が stable under specializationを、右辺は Sc が stable
under generizationを示している。

T が開集合なら T cは閉集合なので、constructible & stable under specializa-
tionである。よって、今示した式 (21)から、T は constructible & stable under
generizationである。
逆に T が constructible & stable under generizationなら T c は constructible

& stable under generizationなので、T cは閉集合となり、よって T は開集合であ
る。

(d) Z が Y の constructible subsetのとき Z =
⋃
i∈I(Oi ∩ Ci), |I| < ∞と書

けるが、すると f−1(Z) =
⋃
i(f

−1(Oi) ∩ f−1(Ci))は X の constructible subset
である。
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2.3.19

[1], Exercise 7.23に載っているが、本問のヒントに従って証明する。
(a) まずX,Y が affineとできることを示す。Y が noetherian schemeなので

Y =
⋃
i∈I

Vi, Vi = SpecBi, Bi : noetherian ring, |I| <∞

であり、f が finite typeなので

f−1(Vi) =
⋃
j∈Ji

Uij , Uij = SpecAij , Aij : finitely generatedBi-algebra, |Ji| <∞

である。このとき、

f |Uij : Uij → Vi

も finite typeである。なぜなら

f |−1
Uij

(Vi) = f−1(Vi) ∩ Uij = Uij = SpecAij

において、Aij は有限生成 Bi-代数だからである。
Noetharian schemeの部分集合は noetherianなので ([1], Exercise 6.5)、Viも

noetherian schemeであり、Exercise 2.3.13(g)から Uij も noetherianである。
さて、

f(X) =
⋃
ij

f(Uij) =
⋃
ij

f |Uij (Uij)

より24 、f |Uij (Uij)が constructibleなら f(X)も constructibleである。
以上によりX,Y は affineとしてよい。

次にX,Y が reducedとできることを示す。X = SpecAとすると、Example
3.2.6より X ≈ Xred = SpecA/aであり、Aは noetherian ringなので Xred は
noetherian affine schemeである。位相空間として f(X) = f(Xred)であり、con-
structible setも位相空間で定義されるので、X はXredとしてよい。Y ≈ Yredも
同様に Yred としてよい。

Exercise 2.2.3(b) で示された Xred → X から、Xred → X → Y に対して
Xred → Yred が一意的に存在する (Exercise 2.2.3(c))。従って Xred → Yred → Y
が存在する。
すると、準同型 B → B/b → A/aが存在するが、Aが有限生成 B-代数なの

で、A/aも有限生成 B-代数、ひいては有限生成 B/b-代数となる。よって

fred : Xred → Yred

は finite typeである。位相空間においては f(X) = fred(Xred)なので fred(Xred)
が constructibleなら f(X)も constructibleである。

24y ∈ f(X) ⇒ y = f(∃x), x ∈ ∃Uij ⇒ y ∈ f(Uij)
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以上により f : X,Y においてX,Y は reduced、f は finite typeとしてよい。

さらにX,Y が irreducibleとできることを示す。
f : X = SpecA→ Y = SpecBに対応する環準同型をϕ : B → Aとする。A,B

はnoetherianなので、それぞれ有限個の極小素イデアル{p1, · · · , pn}, {q1, · · · , qm}
を持つ ([1], Exercise 6.9)。

ϕ−1(pi)に含まれる極小素イデアルの一つを qj とすると

B/qj → B/ϕ−1(pi) → A/pi

より、finite type

fi : Xi = SpecA/pi → Yj = SpecB/qj

が得られる。ここで、Xi, Yj は各々X,Y の irreducible closed subschemeであり
(spX, spY の既約成分)、integral noetherian affine schemeとなる。

f(X) =
⋃
i f(Xi) =

⋃
i fi(Xi)のとき、Yj において fi(Xi)が constructibleな

らば f(X)も constructibleとなる。なぜならば、fi(Xi) =
⋃
k Ok∩Ckのとき、Yj

は Y の閉集合なので Ck は Y の閉集合でもあり、Ok = Yj ∩ Uk, Uk : open at Y
より

f(X) =
⋃
i

fi(Xi) =
⋃
i

⋃
k

Ok ∩ Ck =
⋃
i

⋃
k

Uk ∩ (Yj ∩ Ck) (22)

となるからである。
従って、fi : Xi → Yjを改めて f : X → Y とおくことにより、X,Y は integral

noetherian affine scheme、f は finite typeとしてよい。

最後に f が dominantとできることを示す。
X,Y が integral noetherian affineのとき、finite typeで dominantな f ′ : X →

Y に対して f ′(X)が constructibleなことを示せば十分である。
(∵) 次の 2系列は対応している。

ϕ : B ↠ B/q
φ−

↪→ A, q = kerϕ

f : X
f−

→ f(X)− → Y

Xが既約なので f(X)も既約、Z := f(X)− = SpecB/qは integral affine noethe-
rian closed subschemeであり (kerϕは Aが整域なので prime ideal)、

f− : X → Z, x 7→ f(x)

は dominantで finite typeとなる。
すると、仮定から f−(X)は constructibleなので

f−(X) =
⋃
i∈I

Oi ∩ Ci, |I| <∞
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とかけるが、式 (22)の場合と同様の議論から

f(X) = f−(X) =
⋃
i

Oi ∩ Ci =
⋃
i

Ui ∩ (Z ∩ Ci)

とかけるので、f(X)は constructibleである。(∵終)
従って f は dominantとしてよい。

(b) ヒントに従って証明する ([1], Exercise 5.21)。

A ⊆ B 3 b, A,B : noetherian integral, B : finitely generated A-algebra

とする。

B = A[X], X: indeterminateのとき。

B 3 b = anX
n + · · ·+ a0, an 6= 0, ai ∈ A

としたとき、a = anとおく。ϕ(a) 6= 0となるϕ : A→ K, K : algebraically closed field
に対し ϕ(an)α

n + · · ·+ ϕ(a0) 6= 0となる α ∈ K をとる。

ϕ′ : B → K, x 7→

{
ϕ(x) ;x ∈ A

α ;x = X

とすると ϕ′(b) 6= 0である。
B = A[x], a′mx

m + · · ·+ a′0 = 0, a′m 6= 0, a′i ∈ Aのとき。
xは FracA上代数的なので、Bも FracA上代数的であり、FracB/FracAは

代数拡大となる。0 6= b ∈ B ⊆ FracBに対し、1/bの最小多項式を bnX
n + · · ·+

b0, bn 6= 0, bi ∈ Aとしたとき、a = a′mbn 6= 0とおく。
ϕ(a) 6= 0となる ϕ : A→ K に対し、商環の普遍的性質 ([1], Proposition 3.1)

より、ϕを拡張した

ϕa : Aa → K

が一意的に存在する。
Ba = Aa[x]において、xは Aa 上整なので Ba は Aa 上整である。すると ϕa

を拡張した ϕ′ : Ba → K が存在するので ([1], Exercise 5.2)、B に制限すると ϕ
を拡張した

ϕ′ : B → K

が存在する。ここで ϕ′(b) = 0とすると bn + · · ·+ b0b
n = 0から ϕ′(bn) = 0とな

り、0 = ϕ′(a′mbn) = ϕ′(a) = ϕ(a)となってしまう。よって ϕ′(b) 6= 0である。

B = A[x1, · · · , xr]のとき。rに関する数学的帰納法で示す。
A′ = A[x1, · · · , xr−1]とし、b ∈ B とする。A′ はネーター環で、整域 B の部

分環なので、ネーター整域である。既に示したことから、次を満たす ∃a′ ∈ A′が
存在する。

ϕ′ : A′ → K, ϕ′(a′) 6= 0 ⇒ ∃ϕ” : B → K, ϕ”(b) 6= 0, ϕ”|A′ = ϕ′ (23)
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帰納法の仮定から a′ ∈ A′ = A[x1, · · · , xr−1]において成立しているので、次
を満たす ∃a ∈ Aが存在する。

ϕ : A→ K, ϕ(a) 6= 0 ⇒ ∃ϕ′ : A′ → K, ϕ′(a′) 6= 0, ϕ′|A = ϕ

すると、上式 (23)から

ϕ” : B → K, ϕ”(b) 6= 0, ϕ”|A = ϕ′|A = ϕ

となる。

(a)より

f : X = SpecA→ Y = SpecB

f : dominant, A,B : noetherian integral, A : finitely generated B-algebra

とできる。f に対応する ι : B ↪→ Aは単射である。
上記で示したように、1 ∈ Aに対して存在する ∃b ∈ B を用いて

D(b) ⊆ f(X), b ∈ B

を示す。p ∈ D(b) ⇔ b 6∈ p とすると標準的全射を拡張した ϕ : B → K =
FracB/p(代数的閉包)は ϕ(b) 6= 0を満たし、kerϕ = pである。よって

∃ϕ′ : A→ K, ϕ′(1) 6= 0, ϕ′|B = ϕ

であり、q = kerϕ′ ⊆ AはK が体なので prime idealとなる。従って

ϕ = ϕ′ι ⇒ ι−1(q) = kerϕ ⇒ f(q) = p ⇒ D(b) ⊆ f(X)

を得る。

(c) (b)を拡張しておく。

性質 10. f : X → Y, f : dominant & finite type, X, Y : affine noetherian scheme
において Y が既約とすると、f(X)は Y の非空開集合を含む。

(証明) f : X = SpecA→ Y = SpecB としたとき、Aの有限個の極小素イデ
アル {pi}iに対し、Xi = SpecA/piは integer neotherian closed subschemeとな
る。位相空間上

f(X) =
⋃
i

f(Xi) ⇒ Y = (f(X))− =
⋃
i

(f(Xi))
− ⇒ Y = (f(Xi))

−

なので

f i = f |Xi : Xi → Y

は dominantとなる。Xi, Y は integral noetherian subschemeなので、(b)を f i :
Xi → Y に適用すれば f(X) ⊇ f i(X)は Y の非空開集合を含む。(証明終)
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さて、

f : X = SpecA→ Y = SpecB

f : dominant, A,B : noetherian integral, A : finitely generated B-algebra

のとき f(X) が constructible となることを noetherian induction を用いて証明
する。

Y の任意の閉部分集合を F とする。f(X) ∩ G : constructible for G ( F の
とき f(X) ∩ F も constructibleとなることを示す。これば示せれば、noetherian
inductionより f(X)∩Y = f(X)が constructibleとなる。F は既約としてよい25。

(f(X) ∩ F )− 6= F のとき。
G := (f(X)∩F )− ⇒ G ( F ⇒ f(X)∩G : constructibleより (induction仮定)、

f(X) ∩ F ⊆ (f(X) ∩ F )− = G, f(X) ∩ F ⊆ f(X)

⇒ f(X) ∩ F ⊆ f(X) ∩G ⊆ f(X) ∩ F

⇒ f(X) ∩ F = f(X) ∩G : constructible

(f(X) ∩ F )− = F のとき。
f−1(F )は affine closed subschemeである。
(∵) ι : F → Y は closed immersion とできるので、X ×Y F → X も closed
immersionである (Exercise 2.3.11(a))。

X ×Y F

p

closed immersion

zzvv
vv
vv
vv
v

f ′

##H
HH

HH
HH

HH

X

f
$$I

II
II

II
II

I F

closed immersion

ι

zzvvv
vv
vv
vv
v

Y

このとき、f−1(F ) = p(X ×Y F )となる。なぜなら、p, ιは closed immersionな
ので X ′ = X ×Y F とすると F ⊆ Y, X ′ ⊆ X とみられ、上図式の可換性から
f ′ = f |X′ なので

f−1(F ) = f ′−1(F ) = X ′ = X ×Y F (24)

だからである。(∵終)

g := f |f−1(F ) : f
−1(F ) → F

とすると f(X) ∩ F = f(f−1(F )) = g(f−1(F )) ⇒ F = (f(X) ∩ F )− =
(g(f−1(F )))− なので gは dominantである。
従って、性質 10から g(f−1(F )) = f(X) ∩ F ⊇ U 6= ∅となる Y の開集合が

存在する。

f(X) ∩ F = U ∪ (f(X) ∩ (F − U))

25F =
∪

i Fi, Fi ( F ⇒ f(X) ∩ F =
∪

i(f(X) ∩ Fi) : constructible
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において F −U ( F なので、帰納法の仮定から f(X)∩ (F −U)は constructible
である。よって f(X) ∩ F は constructibleである。

(d) kが代数的閉体のとき、Example 2.3.4より

A2
k = {(0), {(x− a, y − b)}(a,b)∈k2 , {(h)}h:irreducible}

であり、閉集合は次のようになる。

V (a) = V (p1) ∪ · · · ∪ V (pn), a = p1 ∩ · · · ∩ pn

V ((0)) = A2
k

V ((h)) = {(h)} ∪ {(x− a, y − b)|h(a, b) = 0}

V ((x− a, y − b)) = (x− a, y − b)

ここで、V (a) = V (
√
a) であり、noetherian ring では ideal は準素分解でき、

a = a1 ∩ · · · ∪ an ⇒
√
a =

√
a1 ∩ · · · ∪√

an = p1 ∩ · · · ∪ pnなので、
√
aを改めて

aとおいた。このとき、A2
k 以外の閉集合は高々1次元である。

f = ϕ∗ : A2
k → A2

k, ϕ : k[x, y] → k[s, t], x 7→ s, y 7→ st

は finite typeである。
その像 f(A2

k)は

ϕ−1((0)) = (0)

ϕ−1((t)) = (0)

ϕ−1((s)) = (x, y)

ϕ−1((g)) = (h), g 6∼ s, t, h : irreducible

ϕ−1((s− a, t− b)) = (x− a, y − ab), a, b ∈ k

全体からなり (g 6∼ sは g 6= as,∀a ∈ kを意味する)、2次元空間である。
これらの等式の証明は容易であるが、ϕ−1((g)) = (h), g 6∼ s, t, h : irreducible

のみ示しておく。もし ϕ−1((g)) = (x− a, y − b)となったとすると、

(s−a, st−b) = (s−a, at−b) ∈ (g) ⇒ g ∼ (s−a), g ∼ (at−b) ⇒ g ∼ s, a = b = 0

となってしまうので、あり得ない。次に、ϕ−1((g)) = (h), g 6∼ s, tとすると、

h(s, st) = seh′(s, t) ∈ (g), e ≥ 0 ⇒ h′(s, t) = g(s, t) : irreducible

従って h(x, y)は既約多項式である。

f(A2
k)は閉集合とならない。なぜなら f(A2

k)は 2次元空間なので、f(A2
k) = A2

k

しかあり得ないが、

f(A2
k) 63 (x, y − b), 0 6= b ∈ k
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だからである。
また、f(A2

k)は開集合にもならない。もし開集合だとすると閉集合 f(A2
k)
c ⊇

{(x, y − b)}b∈k−0 は 1次元空間 {(0, b)}b∈k−0 を含む。それは有限個の V ((h))の
みから得られる可能性があるが、その中の一つは無限個の (0, b)に対応した prime
ideal(極大)を含むことになる。そのとき、無限個の bに対して h(0, b) = 0とな
るが、すると h = xh′ の形になるので hが可約多項式となってしまう。

2.3.20

(b) 先にこちらを証明する。
Example 3.2.7より

dimSpecA = dimA

が成り立つ。ここで、Aが noetherian ringならば prime idealの heightは有限で
あり ([1], Corollary 11.12)、有限生成 k-代数 (整域)ならば (noetherian ringの 1
種)、dimA <∞である (FracAの超越次元は有限)。

X が k上 finite typeの integral schemeなので

X =
⋃
i∈I

Ui, |I| <∞, U i = SpecAi, Ai : integral

であり、Exercise 1.1.10(b)より

dimX = max
i

dimUi = max
i

dimAi

となる。よって、dimX は有限である。
X が integralゆえ、Exercise 2.3.6と Theorem 1.8A(a)から、任意の i ∈ I に

対し

K(X) = FracAi ⇒ tr.d.kK(X) = tr.d.kFracA
i = dimAi

となり、dimAi は iによらず dimX に等しくなる。
よって tr.d.K(X)/k = dimX である。

(a) X の任意の closed pointを P とし、P ∈ U i = SpecAiにおいて P に対応
する極大 idealを mとする。(b)で示したことと Theorem 1.8A(b)から

dimX = dimAi = heightm+ dimAi/m = dimAim + dim k(P ) = dimOP

となる。

(c)次に示す性質 11から、Y1, Y2 ∈ t(X)のとき、Y1 = Y2 ⇔ Y1∩U = Y2∩U
となるので、codim(Y,X)や dimX を与える既約閉集合系列は U と共通部分を
とった系列と 1対 1に対応し、

codim(Y,X) = codim(Y ∩ U,U), for U ∩ Y 6= ∅
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dimX = dimU, for U 6= ∅

が得られる。
U = SpecA⇒ Z ∩ U = SpecA/pとかけるので、

codim(Z,X) = codim(Z ∩ U,U) = codim(SpecA/p,SpecA)

= height p = dimSpecAp = dimOP,U = dimOP,X (25)

である。ここで、P は pに対応した点である。
Exercise 2.3.17(f)から α : X

∼→ t(X)なので、P と Z は 1対 1に対応してい
る。従って

codim(Y,X) = inf
Z⊆Y

codim(Z,X) = inf
P∈Y

dimOP,X

となる。

性質 11. X とその開集合 U に対し、X の既約閉集合と U の既約閉集合は 1対 1
に対応する:

ϕ : t(U)
∼→ t(X), Z 7→ Z−

(証明) Z は U の既約なので X でも既約であり、すると Z− も既約である
(Example 1.1.4)。よって、写像が定義できる。

Y ∈ t(X)に対し Y ∩Uは Y の開集合とみなせるので、既約かつ稠密 (Example
1.1.3)、すなわち (Y ∩ U)− = Y である。また Y ∩ U は U の閉集合なので t(U)
に属し、ϕは全射となる。さらに、Z−

1 = Z−
2 , Z1, Z2 ∈ t(U) ⇒ Z1 = Z−

1 ∩ U =
Z−
2 ∩ U = Z2 より単射であり、ϕ−1(Y ) = Y ∩ U, ϕ(Y ∩ U) = Y である。(証明
終)

(d) Z を X の既約閉集合とすると、Z ∩ U 6= ∅ となる X の open affine
U = SpecAに対して、Z ∩ U に対応する Aの prime idealを pとすると

height p+ dimA/p = dimA ⇒ codim(Z ∩ U,U) + dim(Z ∩ U) = dimU

なので (Theorem 1.8A(b))、性質 11より

codim(Z,X) + dimZ = dimX (26)

を得る。
codimは整数ゆえ codim(Y,X) = infZ⊆Y codim(Z,X)を与える既約閉集合 Z

が存在することから、それを ZY とすると、

codim(ZY , X) + dimZY = dimX (27)

である。ここで、codim(ZY , X) = codim(Y,X)なので、dimZY = dimY を示
せば証明が終わる。

r = dimZY , n = dimX とすると、式 (27)より

Z0 ( · · · ( Zr = ZY ( Zr+1 · · · ( Zn, Zr ⊆ Y
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となる系列が存在し、dimY ≥ r である。ここで、もし s := dimY > r とする
と、Z ′

0 ( · · · ( Z ′
s ⊆ Y が存在する。すると Z ′

s に関する式 (26)から

Z ′
0 ( · · · ( Z ′

s ( Z ′
s+1 ( · · · ( Z ′

n

となる系列が存在することになるが、すると

codim(Z ′
s, X) = n− s < n− r = codim(ZY , X) = codim(Y,X)

となり codim(Y,X)の定義に反する。よって、dimY = s = r = dimZY である。

(e) 性質 11で示した。

(f) Integral scheme of finite type Xに対し、X ′ = X×k k′は k′上 finite type
の schemeである (Exercise 2.3.10(d))。

U = SpecA ⊆ X, U ′ = U ×k k′ = SpecA′, A′ = A⊗k k′とすると、A⊗k k′
は noetherian ringなので26、X ′ は noetherianとなる。また、(e)より

dimX = dimU = dimA

である。
X ′の既約成分の一つをZとする。Z ∩U ′ 6= ∅となるU ′をとると、性質 11か

ら Z ∩U ′は U ′で既約成分である。よって、Z ∩U ′ = SpecA′/p, p : 極小 prime
idealとかける。するとA′/pは整域なので、Z ∩U ′は reducedであり、よって Z
は integralである。さらに Z は finite type over k′ でもある。

Z に関する (e)から

dimZ = dimZ ∩U ′ = dimA′/p = dimA′−height p = dimA′ = dimU ′ (28)

である。
Aは有限生成 k-代数 (整域)であり、k′/k の超越基底を T とすると、体の拡

大系列 k′/k(T )/kが得られ、k′/k(T )は代数拡大となる。
AT = A⊗kk(T )は有限生成 k(T )代数であり、また整域でもある (A⊗kk(T ) =

(k[T ]− 0)−1A[T ])。
k′/k(T )は代数拡大なので、k′ は k(T )上整、よって A′ = A ⊗k k′ は AT =

A ⊗k k(T )上整となる ([1], Exercise 5.3)。すると、[1], Corollary 5.9, Theorem
5.11から両者の krull次元は一致する:

dimAT = dimA′

ネーター正規化定理より代数的に独立なAの元集合 S, |S| = dimAが存在し
て、Aは k[S]上整となる。k(T )は k代数なので A⊗k k(T )は k[S]⊗k k(T )上整
であり ([1], Exercise 5.3)、

dimAT = dim k[S]⊗k k(T )
26k[x1, · · · , xn] → A → 0 : exact ⇒ k′[x1, · · · , xn] = k[x1, · · · , xn] ⊗k k′ → A⊗k k′ → 0 :

exact より、k′[x1, · · · , xn] が noetherian なので A⊗k k′ は noetherian である ([1], Proposition
7.1)。
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となる。
このとき、k[S] ⊗k k(T ) = k(T )[S]は整域となるので (k[S] ⊗k k(T )は整域

A⊗k k(T )の部分環)

Frac k(T )[S] = k(T, S) ⇒ dim k(T )[S] = tr.d.kk(T, S) ≥ |S| ⇒ dimAT ≥ |S|

である。
一方、k′ は k代数なので、A′ は k[S]⊗k k′ 上整であり、

dimA′ = dim k[S]⊗k k′ = dim k′[S] ≤ |S|

となる。dimAT = dimA′ だったので、

dimA′ = |S| = dimA

以上により

dimZ = dimA′ = dimA = dimX

が得られる。

2.3.21

離散付値環 Rの極大 idealを (u)とすると、Rの任意の元は aui, a : 単元、の
形となる ([1], Proposition 9.2)。X = SpecR[x]とすると、Rは有限生成 k代数
とは限らないので、R[x]も有限生成 k代数とは限らない。

(a)の反例: m = (ux− 1)は、R[x]/m = R[u−1]が体なので、極大 idealかつ
単項 idealであり、dimOm = heightm = 1となる。一方 dimX = dimR[x] =
dimR+ 1 = 2なので dimX 6= Om である。

(d)の反例:　 P を mに対応する閉点とし、Y = {P}とおくと codim (Y,X)
を与えるX の既約閉集合の系列は R[x]における mに含まれる prime ideal系列
に対応するが、mは単項 idealなので codim (Y,X) = 1である。よって dimY +
codim (Y,X) = 0 + 1 6= dimX である。

(e)の反例: R[x]u = R[u−1][x]において R[u−1]は体である。U = SpecR[x]u
は開集合であり、dimU = dimSpecR[u−1][x] = 1となる。一方 dimX = 2なの
で dimX 6= dimU である。

2.3.22

Exercise 2.3.20の解答の最初に示したように、dimX, dimY <∞である。
(a)
一般に Z = {η}− のとき

codim (Z,X) = dimOη,X
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である。これは式 (25)において、η ∈ U に対応する prime idealを pとすると
SpecA/p = {η}− より成立する。
従って、X,Y は affineとしてよく、

f : X = SpecA→ Y = SpecB, ϕ : B ↪→ A

Oη′,Y = Bq, Oη,X = Ap, η
′ = q ⊆ B, η = p ⊆ A, Z = {η}−, Y ′ = {η′}−

とする27。X,Y は finite type over k なので、A,B は有限生成 k 代数、よって
noetherian ringである ([1], Corollary 7.7)。
このとき

Z ⊆ f−1(Y ′) ⇔ η ∈ f−1({η′}−) ⇔ f(η) ∈ {η′}−

⇔ ϕ−1(p) ⊇ q ⇔ p ⊇ ϕ(q) = qe

が成り立つ。ここで pは qe を含む極小 prime idealなので、間に prime idealは
なく

dimAp/q
e = 0

となる。
Ap, Bq は局所環なので、性質 12から dimAp ≤ dimBq + dimAp/q

e を得、
dimAp/q

e = 0より

codim (Z,X) ≤ codim (Y ′, Y )

となる。

性質 12. [5], Theorem 15.1(i)
f : (A,m) → (B,n)を noetherian local ringの morphismとすると、次式が

成り立つ。

dimB ≤ dimA+ dimB/mB

(証明) r = dimA, s = dimB/mBとすると、Aのパラメータ系として (x1, · · · , xr)、
B/mB のパラメータ系として (ỹ1, · · · , ỹs)が存在する ([1], Theorem 11.14)。こ
こで ỹi は yi ∈ B の B/mB への像とする。
パラメータ系の定義から

√
(x1, · · · , xr) = m,

√
(ỹ1, · · · , ỹr) = n/mB が成

り立つ。前者からは、十分大きな整数 a に対し ma ⊆
∑
i xiA が得られる ([1],

Corollary 7.16)。後者からは、十分大きな整数 b に対し nb ⊆ mB +
∑
i yiB と

なる。
従って、nab ⊆

∑
i xiB+

∑
i yiBが得られ、これは (x1, · · · , xr, y1, · · · , ys)が

Bのパラメータ系をなしていることを示している28。dimBはパラメータ系の元
の最小数なので、dimB ≤ r + sとなる。(証明終)

27実際には X の閉集合 f−1(Y ′) = SpecA/∃aにおける議論なので p′ ⊆ A′ = A/aであるが、p′

に対応する A の prime ideal p ⊆ a が存在するので、その p を用いる。
28局所環の極大 ideal n に対して nd ⊆ q ⊆ n ⇒ n =

√
nd ⊆ √

q ⊆
√
n = n ⇒ n =

√
q
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(b)
A⊗B k(y)は k(y)上 noetherianなので (Aは有限生成B代数ゆえA⊗B k(y)

は有限生成 k(y)代数、[1], Corollary 7.7)、zariski spaceである。
y = f(x), x ∈ X に対し、Z (3 x) を f−1(y) における既約成分とすると、

f−1(Y ′)
Eq.24
= X ×Y Y ′ における閉包 Z− はそこで既約成分となる。

(∵) Z ′を f−1(Y ′)において Z−を含む既約成分とおく。Z,Z ′の generic point
をそれぞれ η, η′とすると Z = {η}−Xy と書けるので、Z = {η}− ∩Xy = {η}− ∩
Z, Z ′ = {η′}− とかける (Z ′ は f−1(Y ′)において既約閉)。よって

Z ⊆ Z ′ ⇒ Z = Z ′ ∩ Z ⇒ {η}− ∩ Z = {η′}− ∩ Z

ここで Xy は zariski space であり、Z の generic point の一意性から、η′ = η、
よって Z− = {η}− = Z ′ となる。(∵終)

(a)から codim (Z−, X) ≤ codim (Y ′, Y )であり、Exercise 2.3.20(d)より

dimZ− ≥ e+ dimY ′

を得る。
Exercise 2.3.20(e) から X,Y は affine としてよい。Z ↪→ Z− による対応に

よって ηが p (⊆ A⊗B (B/y)ỹ) 7→ q (⊆ A⊗B B/y)に写される。Aは flatなので
B/y ↪→ (B/y)ỹ より

A⊗B B/y ↪→ A⊗B (B/y)ỹ

さらには

(A⊗B B/y)/q ↪→ (A⊗B (B/y)ỹ)/p

Frac (A⊗B B/y)/q ↪→ Frac (A⊗B (B/y)ỹ)/p

tr.d.k(A⊗B B/y)/q ≤ tr.d.k(A⊗B (B/y)ỹ)/p

となる。

Z− = Spec (A⊗B B/y)/q, Z = Spec (A⊗B (B/y)ỹ)/p

なので、

dimZ = tr.d.k(y)Frac (A⊗B(B/y)ỹ)/p = tr.d.kFrac (A⊗B(B/y)ỹ)/p−tr.d.kk(y)

≥ tr.d.kFrac (A⊗B B/y)/q− tr.d.kFracB/y

= dimZ− − dimY ′ ≥ e

を得る。

(c)
Y の open affine coveringの一つを T = SpecB とし、S = SpecA ⊆ f−1(T )

となる open affineをとる。

g = f |S : S → T
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とすると、S, T は integral scheme of finite type over kであり、g は finite type
である。さらに

f(X) = f(S−) ⊆ f(S)− = g(S)− ⇒ Y = f(X)− ⊆ g(S)− ⊆ Y

⇒ g(S)−T = g(S)− ∩ T = T

から gは dominantなので、gに対応する B ↪→ Aは単射である。
[1], Exercise 5. 20より、B 3 ∃s 6= 0と、B 上代数的に独立な t1, · · · , td ∈ A

が存在し、B[t1, · · · , td]s ↪→ As は整である。よって

Bs ↪→ Bs[t1, · · · , td]
integral
↪→ As

から

gs : U = SpecAs
[1],Th.5.10

↠ Ad
Bs := SpecBs[t1, · · · , td]

g′→ V = SpecBs

が得られるが、U, V は各々S, T の開集合であり (従ってX,Y の開集合でもある)、
gs は finite type、U, V は integral scheme of finite type over kである。

Bs[t1, · · · , td] ↪→ As が整であり、t1, · · · , td は As においても Bs 上代数的に
独立なので

dimAs = dimBs[t1, · · · , td] = dimBs + d

U, V はX,Y の開集合ゆえ、dimAs = dimU = dimX, dimBs = dimV = dimY
より d = eである。

y = f(x), x ∈ U とする。Bs[t1, · · · , td] ↪→ As が整で、k(y) = FracB/p =
FracBs/ps より k(y)は Bs 代数なので、Bs[t1, · · · , td]⊗Bs k(y) ↪→ As ⊗Bs k(y)
は整であり ([1], Exercise 5.3)、よって

dimAs⊗Bsk(y) = dimSpec (Bs[t1, · · · , te]⊗Bsk(y)) = dimSpec k(y)[t1, · · · , te] = e

となる。
一方、

g : SpecA→ SpecB, SpecAs → SpecBs ⇒ g−1(SpecBs) = SpecAs

なので、Theorem 3.3, Step. 7より

As ⊗Bs k(y) = As ⊗B k(y) = Uy

が成り立ち

dimUy = e

を得る。

(d)
y = f(x), x ∈ X に対して Eh は次のように定義される。

Eh := {x ∈ X|dimZ ≥ h, Xf(x) ⊇ Z(3 x) : irreducible component}
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(1) Ee = X は (b)より明らか。
(2) U ⊆ X を (c)で得られた開集合とする。xを含むXy の既約成分を Z とする
と、もし Z ∩Uy 6= ∅だと式 (28)から dimZ = dimUy = eなので29、h > eのと
きは Eh ⊆ X − U である。従って E−

h ⊆ U c = X − U ( X より Eh は denseで
はない。
(3) h = eのときは Ee = X より Eh は closedである。

h > eの場合は (2)より

X ) E−
h =

⋃
i∈I

V i, |I| <∞, V i : irreducible component

と既約成分分解すると、dimV i < dimX である。

gi = f |V i : V i → f(V i)−

に対し V iは既約閉、よって integral subschemeとなり、f(V i)−も同様に integral
subscheme 30、gi は dominantで finite typeである。
すると帰納法の仮定から

F ih = {x ∈ V i|dimZi ≥ h, V if(x) ⊇ Zi(3 x) : irreducible component}

は closedである。

Eh =
⋃
i

F ih

を示す。
x ∈ Eh = {x ∈ X|dimZ ≥ h, x ∈ Z ⊆ Xy, y = f(x)}とすると、∀z ∈ Z ⊆

f−1(y)から Zは zを含むXyの既約成分でもある。従って、z ∈ Ehより Z ⊆ Eh
となる31 。Z は E−

h においても既約なので、E
−
h のある既約成分 V iに含まれる:

x ∈ Z ⊆ V i。
このとき、g = f |V i : V i → f(V i)− に対し

V iy = g−1(y) = f |−1
V i (y) = f−1(y) ∩ V i = Xy ∩ V i ⇒ Z ⊆ V iy

より、Z は V iy の既約成分であり、x ∈ F ih となる。従って、Eh ⊆
⋃
i F

i
h が得ら

れる。F ih ⊆ Eh は明らかなので

Eh =
⋃
i

F ih

29式 (28) において k′ = k(y) とすると X′ = X ×k k(y) であり、Xy = X ×Y k(y) とは異なる。
しかし、A は有限生成 B 代数なので、A⊗B k(y) は有限生成 k(y) 代数となり、証明は全く同様に
成立する。

30reducedは局所的なので、integral scheme X の subschemeは reducedである。実際、N(A) =
0 ⇒ N(A/p) = 0 より SpecA : reduced ⇒ SpecA/p : reduced である。

31詳しく述べると、f−1(y) の既約成分分解 f−1(y) =
∪

iy
Zy
iy
に対し

Eh =
⨿
y∈Y

∪
dimZ

y
iy

≥h

Zy
iy

である。disjoint union となるのは X =
⨿

y∈Y f−1(y) による。
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Eh は閉集合である。

(e)
h < 0のとき。

Xy = f−1(y) = ∅ ⇔ y 6∈ f(X) (29)

なので、Exercise 2.3.19より Ch = Y − f(X) = f(X)c は constructibleである。
h ≥ 0のとき。

Ch = f(Eh)− f(Eh+1)

(∵) まず式 (29)より Ch ⊆ f(X)である。xを含む Xf(x) の既約成分を Zx とす
ると

y ∈ Ch ⇔ dimXy = h⇔ max
x∈f−1(y)

dimZx = h⇔ dimZ∃x0
= h, f(x0) = y

このとき、x0 ∈ Eh ⇒ y = f(x0) ∈ f(Eh)である。しかし、仮に y ∈ f(Eh+1)と
すると y = f(x1), x1 ∈ Eh+1 ⇒ dimXy ≥ dimZx1

≥ h + 1 ⇒ y 6∈ Ch となって
しまうので、y 6∈ f(Eh+1)より y ∈ f(Eh)− f(Eh+1)である。
逆に y ∈ f(Eh) − f(Eh+1)とすると、まず y = f(x2), x2 ∈ Eh ⇒ dimXy ≥

dimZx2
≥ hが得られる。ここで、もし y ∈ Cr, r ≥ h + 1とすると、h + 1 ≤

r = dimXy = maxx∈f−1(y) dimZx = dimZ∃x3 ⇒ x3 ∈ Eh+1, y = f(x3) ⇒ y ∈
Cs, s ≥ h+ 1 ⇒ y 6∈ Ch となるので、y ∈ Ch である。(∵終)

Ch = f(Eh) − f(Eh+1) であり、Eh, Eh+1 は constructible なので Exercise
2.3.19より Ch = f(Eh)− f(Eh+1)は constructibleである。

f(Ee)
− = f(X)− = Y より、f(Ee)は denseであり Exercise 2.3.18(b)から

開集合 (当然 dense)を含む。
一方、閉集合 Ee+1 の既約成分分解を

Ee+1 =
⋃
i∈I

V i, |I| <∞, V i : irreducible component

とすると、gi : V i → f(V i)−に対し (c)より開集合∃U i ⊆ V iが存在し、y ∈ gi(U i)
に対し dimU iy = dimV i − dim f(V i)− となる。ここで、(gi)−1(y) = V iy なの
で、V iy の任意の元 xに対し xを含む V iy の既約成分を Z とすると、式 (28)より
dimU iy = dimZ から

dim f(V i)− = dimV i − dimZ ≤ dimX − 1− dimZ

が成り立つ。ここで、E−
e+1 ( X より dimV i ≤ dimX − 1を用いた。

x ∈ Z ⊆ V iy ⊆ V i ⊆ Ee+1に対し (d)(3)で示したように、x ∈ F ie+1, x ∈ Z ⊆
V iy となり dimZ ≥ e+ 1を得る。

dim f(V i)− ≤ dimX − 1− dimZ ≤ dimY − 2
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から f(V i)− 6= Y ⇒ (f(V i)−)c 6= ∅となり、Y が既約なので

f(Ee+1)
− =

⋃
i

f(V i)− ⇒ (f(Ee+1)
−)c =

⋂
i

(f(V i)−)c 6= ∅

を得る。

Ce = f(Ee) ∩ f(Ee+1)
c ⊇ f(Ee) ∩ (f(Ee+1)

−)c

において f(Ee)は非空開集合を含み、(f(Ee+1)
−)cは非空な開集合なので、それ

ら開集合の共通部分は非空な開集合 (dense)となる (Y は既約)。

2.3.23

Theorem 3.3 で示されているように、variety Y は代数的閉体 k 上の affine
varietyとしてよく、しかも

t(Y ) = SpecA(Y )

である。よって

t(V ×W ) = SpecA(V ×W )
Exe.2.3.15(b)

= SpecA(V )⊗k A(W )

= SpecA(V )×Spec k SpecA(W ) = t(V )×Spec k t(W )

が成り立つ。
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