
2 Schemes

2.2 Schemes

2.2.1

X = SpecA, Y = SpecAf とする。Proposition 2.3 (a)より (D(f),OX |D(f)),
(SpecAf ,OSpecAf

)は locally ringed spaceである ((OX |D(f))p = OX,p)。このと
き、morphism

(ϕ,ϕ#) : D(f) → SpecAf

が存在することを示す。
まず ideal a ⊆ Aに対して ae = aAf ⊆ Af を対応させる写像を ϕ̃とすると、

その制限写像として

ϕ : D(f) → SpecAf , p 7→ pe = pAf

が得られる。f 6∈ pより pAf はAf の prime idealなので ϕ(p) ∈ SpecAf である。
このとき、ϕは全単射である ([1], Proposition 3.11, (iv))。

Af の idealは Aの idealの拡大 idealに限られるので ([1], Proposition 3.11,
(i))、SpecAf の閉集合はAのある ideal aを用いて V (ϕ̃(a))と書ける。このとき、

p ∈ V (a) ⇔ p ⊇ a
∗⇔ ϕ(p) ⊇ ϕ(a) ⇔ ϕ(p) ∈ V (ϕ(a)) ⇔ p ∈ ϕ−1(V (ϕ̃(a)))

よりϕ−1(V (ϕ̃(a))) = V (a)が成立し、ϕは全単射なので V (ϕ̃(a)) = ϕ(V (a))も成
立するので、ϕは連続かつ閉写像、それゆえ位相同型となる。ここで ∗⇔が成立する
のは a ∈ p ⇒ a/1 ∈ pAf = qAf ⇒ a/1 = b/f i, b ∈ q ⇒ af j = bfk ∈ q ⇒ a ∈ q
だからである。
次に

ϕ# : OY → ϕ∗(OX |D(f))

が isomorphimとなることを示す。
s ∈ OY (V )に対し、pe ∈ V ⊆ Y ⇔ p ∈ ϕ−1(V ) ⊆ D(f)とすると

s(pe) = sϕ(p) ∈ (Af )pe = Ap

から sϕ ∈ OX |D(f)(ϕ
−1(V ))となる。よって

ϕ#(V ) : OY (V ) → OX |D(f)(ϕ
−1(V )), s 7→ sϕ

が定義できる。
制限写像との可換性は、s ∈ OY (V ), W ⊆ V, pe ∈W に対して

ϕ#(W )(s|W )(pe) = s|W (ϕ(p)) = sϕ(p)

ϕ#(V )(s)|W (pe) = ϕ#(V )(s)(pe) = sϕ(p)

なので、成立する。従って ϕ# はmorphismである。
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逆に t ∈ OX |D(f)(ϕ
−1(V )), p ∈ ϕ−1(V ) ⊆ D(f)とすると pe ∈ V であり、

t(p) = tϕ−1(pe) ∈ Ap = (Af )pe より tϕ−1 ∈ OY (V )である。よって、

ψ : OX |D(f)(ϕ
−1(V )) → OY (V ), t 7→ tϕ−1

とおくと、先ほどと同様、制限写像と可換なので、ψはmorphismである。この
とき、

ψϕ# : s 7→ ψ(sϕ) = sϕϕ−1 = s, ϕ#ψ : t 7→ ϕ#(tϕ−1) = tϕ−1ϕ = t

より、ϕ# は isomorphismである。このとき、ϕ#
p も isomorphismとなり、従っ

て local homomorphismである。
以上により

(ϕ,ϕ#) : D(f) → SpecAf

は isomorphismである。

2.2.2

Scheme X の元 p ∈ U に対し、p ∈ V = SpecA ⊆ X となる V が存在する。
{D(f)}は開基なので p ∈ ∃D(f) ⊆ V ∩ U となる f が存在する。

Exercise 2.2.1で示したように、D(f)とSpecAfは isomorphicなので (U,OX |U )
は schemeである。

2.2.3

(a) snP = 0, 0 6= sP ∈ OX,P とすると sP = s ∈ OX(V ), P ∈ ∃V と表される
ので、s 6= 0は OX(V )の冪零元である。逆に sn = 0, 0 6= s ∈ OX(U)とすると
snP = 0, sP 6= 0,∃P ∈ U より sP は OX,P の冪零元である。

(b) まず U 7→ OX(U)red が presheafとなることは

s ∈ N(OX(U)) ⇒ sn = 0,∃n > 0 ⇒ ρUV (s)
n = ρUV (s

n) = 0 ⇒ ρUV (s) ∈ N(OX(V ))

より、restriction map

ρredUV : OX(U)/N(OX(U)) → OX(V )/N(OX(V )), s̃ 7→ ρ̃UV (s)

が定義できることから明らかである。
(X,OX)が affine schemeとし、X = SpecAとする。N = ∩p: primep ⊆ pな

ので ([1], Proposition 1.8)、

σ : A→ Ared

に対応する

ϕ : SpecAred → SpecA
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は全単射である。また、

ϕ−1(V (a)) = V (σ(a))

より連続であり (Proposition 2.3(b)の証明中)、全単射ゆえ V (a) = ϕ(V (σ(a)))
も成立するので位相同型である。
よって、morphism

ϕ# : OSpecA → ϕ∗OSpecAred
(1)

ϕ#(V ) : OSpecA(V ) → ϕ∗(OSpecAred
)(V ) = OSpecAred

(ϕ−1(V )), s 7→ sϕ

が存在する (Proposition 2.3(b))。
s ∈ N(OSpecA(V )) ⇒ sn = 0,∃n > 0とすると

(ϕ#(V )(s))n(p̃) = (sϕ(p̃))n = (s(p))n = sn(p) = 0

より

ϕ#(V )(s) ∈ N(OSpecAred
(ϕ−1(V )))

である。OSpecAred,p̃ = (Ared)p̃ = (Ap)red には非零冪零元は存在しないので ([1],
Propotion 1.7)、(a)より OSpecAred

は reducedであり、ϕ#(V )(s) = 0となる。
従って、

ϕ̃#(V ) : OSpecA(V )red → ϕ∗(OSpecAred
)(V )

が定義でき、sheaf化の U.P.(Universal Property)からmorphism

ϕ̃ : (OSpecA)red → ϕ∗OSpecAred

を得る。
これが isomorphismであることを示すために stalkをとると、左辺の stalkは

(OSpecA)red,p̃ = lim
p̃∈V

OSpecA(V )red
(∗)
= (lim

p∈V
OSpecA(V ))red = (OSpecA,p)red = (Ap)red

となる。ここで等号 (∗)
= は、完全系列

0 → N(Bi) → Bi → Bi/N(Bi) → 0

の順極限も完全系列となるので ([1], Exercise 2.19)

lim(Bi/N(Bi)) = limBi/ limN(Bi) = limBi/N(limBi)

が得られるからである ([1], Exercise 2.22)。
一方、右辺の stalkは ϕが位相同型なので

(ϕ∗(OSpecAred
))p̃ = OSpecAred,p̃ = (Ared)p̃ = (Ap)red
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となり、両者は等しい。よって ϕ̃は sheaf isomorphismであり

(ϕ, ϕ̃) : (SpecAred,OSpecAred
)→̃(SpecA, (OSpecA)red) (2)

は scheme isomorphism、(OSpecA)red は affine schemeである。
(X,OX) が scheme の場合、∀x ∈ X に対し近傍 x ∈ U が存在し、U =

SpecA とおけるので、既に示したことから (U, (OX |U )red) は affine scheme で
ある。従って、あとは (OX)red|U ≈ (OX |U )redを示せばよいが、V ⊆ U のとき、
右辺は presheaf OX |U (V )red = OX(V )red の sheaf 化であり、左辺は presheaf
OX(V )red|U = OX(V )red の sheaf 化なので等しい。よって、(X, (OX)red) は
schemeである。

さらに、式 (1)から

(ϕ,ϕ#) : (SpecAred,OSpecAred
) → (SpecA,OSpecA)

が得られるので、式 (2)と合わせると

(SpecA, (OSpecA)red) → (SpecA,OSpecA)

となる。従って

Xred = (X, (OX)red) → (X,OX) = X

が成立する。

(c) Morphism

(f, f#) : (X,OX) → (Y,OY ), X : reduced

に対し

(g, g#) : (X,OX) → (Y, (OY )red)

を次のように定める。まず、gは

g = f : X → Y

とする。

f#(V ) : OY (V ) → f∗OX = OX(f−1(V )), V ⊆ Y

において、OY の冪零元は OX(f−1(V ))の冪零元に写るが OX は reducedなの
でそれは 0である。すなわち N(OY ) → 0となるので、presheafから sheafへの
morphism

(OY (V ))red → OX(f−1(V )) = g∗OX(V )

が定義できる。よって sheaf化すれば

g# : (OY )red → g∗OX
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が得られ、g#h# = f# を満たす。
(b) より得られた morphism を h = (idY , h

#) : (Y, (OY )red) → (Y,OY ) と
する。

X
∃g

}}

f

��@
@@

@@
@@

@

⟳

Yred
h // Y

このとき、(g, g#)が一意的であることを示す。
まず idY ◦ g = f より gは一意的である。
一方、

h# : OY → (idY )∗(OY )red

は、∀p ∈ SpecB ⊆ Y に対し

h#p : OY,p = Bp → lim
p∈V

OY (V )red
∗
= (Bp)red

が全射なので g#p は一意的である。従って、g# も一意的である。

2.2.4

([2], 2.3 Schemesに補足追加)
f : X → SpecAが scheme morphismとする。

ϕ := f#(SpecA) : OSpecA(SpecA) = A→ f∗OX(SpecA) = OX(X)

とおくと ϕ ∈ HomRings(A,Γ(X,OX))なので

α : f ∈ HomSch(X, SpecA) 7→ ϕ ∈ HomRings(A,Γ(X,OX))

が定義できる。

(単射性)
ringed spaceのmorphismの合成

(h, h#) : X
f→ Y

g→ Z

は

h = gf

h#(V ) = f#(g−1(V )) ◦ g#(V ), V ⊆ Z (3)

で定義される (Stack Project, Definition 6.25.3)。これは図式で表すと

OZ(V )
g#(V )−→ OY (g

−1(V ))
f#(g−1(V ))−→ OX(f−1g−1(V )) = h∗OX(V )
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となる。制限写像との可換性、および local性は f, gのそれらを引き継いでいる。
特に f ◦ ιU : U ↪→ X → Y に対しては、ιU には ρXU が対応し、

(f ◦ ιU )#(V ) = ρf−1(V ),f−1(V )∩Uf
#(V ) (4)

となる。
よって global sectionをとれば

h#(Z) = (gf)#(Z) = f#(Y )g#(Z)

である。
従って下式図は可換となる。

HomSch(X,Y )
α //

β

��

HomRings(A,OX(X))

γ

��∏
i

HomSch(Ui, Y )
δ //

∏
i

HomRings(A,OX(Ui))

ここで、γ :
∏
i ϕ 7→ ρXUiϕであり、β : f 7→

∏
i f ◦ ιUi は単射である。δ は

Proposition ２.3から全単射であるから、αは単射となる。
(全射性)
改めて ϕ : A → OX(X)とする。X は schemeなので X = ∪iUi, Ui : affine

schemeとできる。このとき、ring homomorphism

ϕ|Ui
= ρXUi

ϕ : A→ OX(Ui)

に対応する affine上の scheme morphismを

fi : Ui → SpecA

とする。これより f : X → SpecA, f |Ui
= fi を定義するためには fi|W =

fj |W , W = Ui ∩ Uj が成り立てばよい。
{D(g)}g は開基ゆえ、W = Ui ∩ UJ = ∪g∈WD(g)とかけ、似たような図式

HomSch(W,Y )
αW

//

��

HomRings(A,OX(W ))

��∏
g

HomSch(D(g), Y ) //
∏
g

HomRings(A,OX(D(g)))

が得られるが、同じ理由から αW も単射となる。
fi は ϕ|Ui に対応し、合成は合成に対応するので、αW により

fi|W = fiιW :W → Ui → SpecA, ϕ|Ui |W = ρUiWϕ|Ui : A→ OUi(Ui) → OUi(W )

6



は対応している。同様に fj |W は ϕ|Uj |W に対応する。しかるに、

ϕ|Ui
|W = ρUiW (ϕ|Ui

) = ρUiW (ρXUi
ϕ) = ρXWϕ = ϕ|Uj

|W

であり、αW は単射なので fi|W = fj |W を得る。
f#の制限写像との可換性は fiの可換性から示すことができる。W ⊆ V ⊆ Y

に対し

ρf−1(V )∩Ui,f−1(W )∩Ui
f#i (V ) = f#i (W )ρVW

が成り立つ。ここで式 (4)から

f#i (V ) = ρf−1(V ),f−1(V )∩Ui
f#(V )

が成立するので (W も同様)、整理すると

ρf−1(V ),f−1(W )∩Ui
f#(V ) = ρf−1(W ),f−1(W )∩Ui

f#(W )ρVW

となる。左辺は

ρf−1(W ),f−1(W )∩Ui
ρf−1(V ),f−1(W )f

#(V ) = ρf−1(V ),f−1(W )f
#(V )|f−1(W )∩Ui

であり、右辺はf#(W )ρVW |f−1(W )∩Ui
で、これらがf−1(W )をカバーするf−1(W )∩

Ui で等しいので

ρf−1(V ),f−1(W )f
#(V ) = f#(W )ρVW

が成り立ち、制限写像と可換となる。
また、f#x : OSpecA,f(x) → OX,x は localである。実際、x ∈ Ui とすると

f#x : OSpecA,f(x) → OX,x = OUi,x

となるが、これは local homomorphism (f#i )x に等しい。

2.2.5

Ring homomorphism

ϕ : Z → OX(X), n 7→ n · 1

が存在するが、これは一意的である。Exercise 2.2.4より、これに対応する

f : X → SpecZ

が一意的に存在する。
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2.2.6

Zero ring 0に prime idealはないので Spec 0 = ∅であり、OSpec 0 = O∅ = 0
なので、

(f, f#) = (∅, 0) : (Spec 0,OSpec 0) = (∅, 0) → (X,OX)

はmorphismである。

2.2.7

Scheme morphism

f : SpecK → X

があったとする。SpecK = {(0)}なので x = f((0)) ∈ XとするとU ⊆ Xに対し

f#(U) : OX(U) → OSpecK(f−1(U))

f#(0) : OX,f((0)) = Ox → O(0),(0) = K

となるが、f#(0) は local homomorphismなのでK の極大 ideal (0)に対し

(f#(0))
−1((0)) = ker f#(0) = mx

である。よって

Ox → Ox/mx ≈ f#(0)(Ox) ⊆ K

が得られる。

逆に

k(x) = Ox/mx ↪→ K, ∃x ∈ X

のとき、scheme morphism (f, f#) : SpecK → X が存在することを示す。まず、

f : SpecK = {(0)} → X, (0) 7→ x

とすると、f は自明に連続である。
次に f# : OX → f∗OSpecK を定義する。U ⊆ X に対し、

O(0)(f
−1(U)) =

{
O(0)(0) = K; x ∈ U

O(0)(∅) = 0; x 6∈ U

なので

f#(U) =

{
ιϕµx; x ∈ U

0; x 6∈ U
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とすると、

f#(U) : OX(U) → O(0)(f
−1(U))

を満たす。ここで、x ∈ U のとき

OX(U)
µx→ Ox

φ→ Ox/mx
ι
↪→ K

である。
f# は restriction mapと可換なので sheaf morphismである。
(∵)f∗OSpecK の restriction mapは

ρ′UV =

{
K; x ∈ V

0; x 6∈ V

で与えられる。V ⊆ U のとき、x 6∈ V なら O(0)(f
−1(V )) = 0より下図は可換と

なり、x ∈ V なら O(0)(f
−1(U)) = O(0)(f

−1(V )) = K よりやはり下図は可換で
ある。よって f# はmorphismである。

OX(U)
f#(U) //

ρUV

��

O(0)(f
−1(U))

ρ′UV

��
OX(V )

f#(V ) // O(0)(f
−1(V ))

さらに

f#(0) : Ox
φ→ Ox/mx

ι
↪→ K

より f#(0)(mx) = 0 ⇒ ker f#(0) ⊇ mx となるが、mx は極大なので f#(0) = ιϕ = 0で
ない限り (f#(0))

−1((0)) = ker f#(0) = mxである。よって、この場合は f#(0)は local

homomorphismであり

(f, f#) : SpecK → X

は scheme morphismとなる。
f#(0) = ιϕ = 0の場合、Ox = 0より (Ox 6= 0とすると必ず極大 idealが存在し

([1], Theorem 1.3)、ϕ 6= 0 ⇒ ιϕ 6= 0)、f#(0) は localとなり f : SpecK → X は
morphismである。

2.2.8

k上の scheme X,A = k[ε]/ε2 の間の k-morphismを

ϕ : SpecA→ X
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とし、x := ϕ((ε)) ∈ Xとおく。α : X → Spec kとするとその k-morphism性から

αϕ = ι∗ (5)

となる。

ϕ#
(ϵ) : Ox → OSpecA,(ϵ) = A

は local homomorphismなので (ϕ#
(ϵ))

−1((ε)) = mx であり、従って

ϕ̃ : Ox/mx ↪→ A/(ε), ã 7→ ϕ̃#
(ϵ)(a)

が定義できて、ϕ̃ψ = σϕ#
(ϵ) を満たす (σ, ψは標準的全射、下図式参照)。

A

σ

��

Ox

φ#
(ϵ)oo

ψ

��
A/(ε) = k

ι

OO
α#

x

88rrrrrrrrrrr

α̃:=ψα#
x

33
Ox/mx

φ̃oo

この図式において可換関係

α̃ = ψα#
x , ι

(5)
= ϕ#

(ϵ)α
#
x , ϕ̃ψ = σϕ#

(ϵ), σι
∗∗
= idk

があるので、ϕ̃α̃ = idk が成り立つ ((**) は ι が埋込だから)。ϕ̃ は単射なので
α̃ϕ̃ = idOx/mx

も成り立ち1、よって

k(x) = Ox/mx ≈ k

となる。

次に Txの元を与える。ϕ#
(ϵ)(mx) ⊆ (ε)より a ∈ mxに対し、ϕ#

(ϵ)(a) = bε, b ∈ k

とかけるので、

γ : mx → k, a 7→ ϕ#
(ϵ)(a)/ε = b

が定義できる。さらに a1, a2 ∈ mxに対してϕ#
(ϵ)(a1a2) = b1b2ε

2 = 0より γ(m2
x) =

0を満たすので、

γ̃ : mx/m
2
x → k, ã 7→ γ(a)

も定義できる。

1z = α̃φ̃(y) ⇒ φ̃(z) = φ̃α̃φ̃(y) = φ̃(y) ⇒ z = y
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γ̃は k(x) = k上のベクトル写像である。なぜならϕが k-morphismゆえ、c ∈ k

に対して ϕ#
(ϵ)α

#
x (c) = ι(c) = cであるが、α#

x は埋込なので ϕ#
(ϵ)(c) = cとなる

から

γ̃(c · ã) = γ̃(c̃ · a) = ϕ#
(ϵ)(ca)/ε = ϕ#

(ϵ)(c))ϕ
#
(ϵ)(a)/ε = cγ̃(ã)

が成立するからである。
従って、

γ̃ ∈ Homk(x)(mx/m
2
x, k) = Tx

が得られる。

逆に Ox/mx ≈ k, ∃β : mx/m
2
x → k が与えられたとき、

(f, f#) : SpecA→ X

を定義する。
まず f は

f : SpecA→ X, (ε) 7→ x

で与えられる。f# については

f#(V ) : OX(V ) → OSpecA(f
−1(V )) =

{
A; x ∈ V

0; x 6∈ V

を満たさなければならない。
(x 6∈ V )のとき

f#(V ) = 0

(x ∈ V )のとき

f#(V ) = δµV : OX(V )
µV→ Ox

δ→ A

ここで δは β を用いて次のように定義する。

β̃ : mx → k, a 7→ β(ã), ã ∈ mx/m
2
x

δ : Ox → A, b+ c 7→ b+ β̃(c)ε, b ∈ k, c ∈ mx

ここでOxの元 dが属す同値類の代表元を dとすると d = d+ c, ∃c ∈ mxとかけ、
dはOx/mxの元、つまり kの元と対応している2。このようにみなしたとき、Ox

の元 b + cの表現は一意的であり、δ、さらには f#(V )を定義できる。なお作り
方からわかるように δは k-morphismであり、Ox ⊇ kより α#

x は埋込である。
f#(V )は明らかに制限写像と可換である。

2正確には δ(d) = ψ(d) + β̃(c)ϵ である。
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f#(ϵ) の local性は

f#(ϵ) = δ : Ox → A

において、δ−1((ε)) ⊆ mx であり、逆に δ(mx) ⊆ (ε) ⇒ δ−1((ε)) ⊇ mx から成り
立つ。
最後に f# の k-morphismは

OX(X)
ρXV // OX(V )

µV //

f#(V )

##
Ox

δ // A

k
α#((0))

jjTTTTTTTTTTTTTTTTTTT
α#

x

OO >>~~~~~~~~~

におけるαの制限写像との可換性 µV (ρXV α
#((0))) = α#

x から µV が k-morphism
となり、δも k-morphismだったので、その合成として f は k-morphismとなる。

2.2.9

X ⊇ Z 6= ∅をXの既約閉集合とする。Xは schemeなのでZ∩U 6= ∅となる
affine開集合 U = SpecAが取れる。Example 1.1.3より Z ∩U は既約であり、U
において閉集合である。従ってそれはAの prime ideal pを用いて Z ∩U = V (p)
とかける3 。

X において pを ζ と記すと V (p) = {̃ζ}(U における閉包)より U ∩ Z = {̃ζ}
となるが、Example 1.1.3から U ∩ Z = Z なので

Z = U ∩ Z = {̃ζ} = {ζ}

を得る4 。

次に {ζ1} = {ζ2}とする。
ζ1 ∈ {ζ2}より ζ1 を含む開集合は ζ2 を含む5 。逆に ζ2 を含む開集合は ζ1 を

含む。よって、X の open affineは ζ1, ζ2の両方を含むか、どちらも含まないかい
ずれかである。
そのような ζ1, ζ2 を含む affine開集合W = SpecAに対し、W における閉包

をとると

{̃ζ1} = {ζ1} ∩W = {ζ2} ∩W 3 ζ2 ⇒ {̃ζ1} = V (p1) 3 p2

3V (a) = SpecA/a : irreducible
[1]Exe.1.19⇐⇒ N(A/a) : prime ideal ⇔

√
a =

∩
q⊇a q = ∃p :

prime ideal ⇔ V (a) = V (p)
4Y ⊆ U ⊆ X ⇒ Ỹ = Y (∵) Ỹ ⊇ Y ⇒ Ỹ ⊇ Y , Ỹ ⊆ Y ⇒ Ỹ ⊆ Y = Y
5もし含まないとすると

ζ1 ∈ V 63 ζ2 ⇒ ζ1 6∈ V c 3 ζ2 ⇒ ζ1 6∈ V c ∩ {ζ2} ( {ζ2} 3 ζ1

から、ζ2 を含む {ζ2} より真に小さい閉集合が存在することになり、{ζ2} の定義に反する。

12



を満たすので、p1 ⊆ p2 である。ここで、p1, p2 はW = SpecAにおいて ζ1, ζ2
に対応する prime idealである。逆向きの不等式も成立するので p1 = p2となり、
ζ1 = ζ2 である。

2.2.10

R[x]は pidなので

X := SpecR[x] = {(0)}∪{x+a|a ∈ R}∪{x2+ax+ b|a2− 4b < 0, a, b ∈ R}

である。
Op = R[x]p, k(p)も求めると、
• p = (0)

Op = R[x](0) = R(x)

k(p) = R(x)/(0) = R(x)

• p = (x+ a)

Op = R[x](x+a)

k(p) = R[x](x+a)/(x+ a) = R

• p = (x2 + ax+ b)

Op = R[x](x2+ax+b)

k(p) = R[x](x2+ax+b)/(x
2 + ax+ b) ≈ R[x](x2+1)/(x

2 + 1) = C

2.2.11

k = Fp のとき、k[x]は pidなのでその prime idealは既約多項式で生成され
る。従って、p = (f), deg f = nとすると、

k(x) = k[x]p/p̃ ≈ Fpn

となる。
Fpn を与える (f)の個数は p上の n次既約多項式の個数N(n)のことである。

Fp 上では

xp
m

− x =
∏

deg f |m,f : monic irreducible polynomial

f(x)

が成り立つ。これは、d = deg f が mを割り切れば f |(xpn − x)|(xpm − x)であ
り、逆に f |(xpm − x)ならば f の根の位数 pn − 1が pm − 1を割り切り、よって
n|mだからである6 。従って次数を比較すれば

pm =
∑
d|m

dN(d)

6pn − 1|pm − 1の場合、m = qn+ r, 0 ≤ r < nとすると pm − 1 = (pnq − 1)pr + pr − 1から
pn − 1|pr − 1 ⇒ r = 0

13



が得られる。Moebius関数 µ 7 を用いると∑
d|n

µ(d)p
n
d =

∑
d|n

µ(d)
∑
c|nd

cN(c) =
∑
c|n

∑
d|nc

µ(d)cN(c) =
∑
c|n

cN(c)
∑
d|nc

µ(d) = nN(n)

となるので、

N(n) =
1

n

∑
d|n

µ(d)p
n
d

が成立する。

2.2.12

Disjoint union
∐
iXi において、xj = ϕij(xi)のとき xi ∼ xj とすると ∼は

同値関係を与えるので

ψi : Xi → X =
∐
i

Xi/ ∼, ai 7→ ãi

が定義できる。
このとき

OX(V ) = {< si >i∈I |si ∈ OXi
(ψ−1
i (V )), ϕij(si|ψ−1

i (V )∩Uij
) = sj |ψ−1

j (V )∩Uji
}

ρVW =
∏

ρi
ψ−1

i (V )ψ−1
i (W )

(6)

は sheafとなることを示す。
V ⊇W のとき ϕij(si|ψ−1

i (W )∩Uij
) ∈ OX(W )となるので、ρVW は制限写像に

なっており、sheaf条件 (a), (b-0)∼(b-2)は成り立つ。
(b-3) V =

⋃
λ Vλのとき、s|Vλ

=< si|ψ−1
i (Vλ)

>= 0とする。si ∈ OXi
(ψ−1
i (V ))

であるが、ψ−1
i (V ) =

⋃
λ ψ

−1
i (Vλ)なので、Xi の sheaf性から si = 0となる。

(b-4) V =
⋃
λ Vλ に対して、sλ =< sλi >∈ OX(Vλ)が存在し

sλ|Vλ∩Vλ′ = sλ
′
|Vλ∩Vλ′ ⇔ sλi |ψ−1

i (Vλ)∩ψ−1
i (Vλ′ )

= sλ
′

i |ψ−1
i (Vλ)∩ψ−1

i (Vλ′ )

とする。Xi の sheaf性から si ∈ OXi
(ψ−1
i (V ))が存在して si|ψ−1

i (Vλ)
= sλi を満

たす。このとき s =< si >i∈I とすると

s|Vλ
=< si|ψ−1

i (Vλ)
>=< sλi >= sλ

7Moebius 関数は

µ(n) =


1; n = 1

0; n has square factors

(−1)k; n is a product of k distinct factors

で与えられる。
n = pe11 · · · pekk > 1 の場合、

∑
d|n µ(d) = 1−

(k
1

)
+

(k
2

)
− · · · = (1− 1)k = 0 で、n = 1 の場

合
∑
d|n µ(d) = 1 である。
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を満たすが、更に s ∈ OX(V )すなわち ϕij(si|ψ−1
i (V )∩Uij

) = sj |ψ−1
j (V )∩Uji

とな
ることを示す。ψ−1

i (V ) =
⋃
λ ψ

−1
i (Vλ)なので、ψ−1

j (Vλ)∩Ujiに制限して成立す
ればよい。

ϕij(si|ψ−1
i (V )∩Uij

)|ψ−1
j (Vλ)∩Uji

= ϕij((si|ψ−1
i (V )∩Uij

)|ψ−1
i (Vλ)∩Uij

)

= ϕij(si|ψ−1
i (Vλ)∩Uij

) = ϕij(s
λ
i |ψ−1

i (Vλ)∩Uij
) = sλj |ψ−1

j (Vλ)∩Uji

= sj |ψ−1
j (Vλ)∩Uji

= (sj |ψ−1
j (V )∩Uji

)|ψ−1
j (Vλ)∩Uji

より、成り立つ。従って OX は sheafである。

(1) ψi : Xi → X は Xi
ιi→

∐
iXi

φ→
∐
iXi/ ∼ の合成なので、商位相の定

義から連続かつ開写像である。また、ψi(x) = ψi(y), x, y ∈ Xi とすると x ∼
y ⇒ y = ϕij(x) ∈ Uji となるが、今 disjoint unionを扱っているので、i = j で
なければならない。よって、y = ϕii(x) = xとなり、ψi は単射である。従って、
ψi : Xi → ψi(Xi)は位相同型である。
式 (6)から

ψ#
i (V ) : OX(V ) → OXi

(ψ−1
i (V )), s =< si > 7→ si

は制限写像と可換なので、ringed spaceの isomorphismとなる (位相同型は local
である)。

(2) X が ψi(Xi)でカバーされるのは明らかである。

(1), (2)から X は ψi(Xi)でカバーされ、ψi : Xi → ψi(Xi)は isomorphism、
Xi は schemeなので、X は schemeである。その結果、(2)の ψi : Xi → ψi(Xi)
は open subschemeへの scheme isomorphismとなる。

(3) ψi(Uij) = ψi(Xi) ∩ ψj(Xj)の証明
(⊆): ã ∈ ψi(Uij)とすると ã = ψi(a), a ∈ Uij ⊆ Xi となるが、b := ϕij(a) ∈

Uji ⊆ Xj ⇒ b ∼ a⇒ ψi(Xi) 3 ã = b̃ ∈ ψj(Xj)

(⊇): a ∈ ψi(Xi) ∩ ψj(Xj) ⇒ a = ψi(b) = ψj(c) ⇒ a = b̃ = c̃ ⇒ b ∼ c ⇒ b =

ϕji(c), b ∈ Uij ⇒ a = b̃ = ψi(b) ∈ ψ(Uij)

(4) ψi = ψjϕij on Uij の証明
b = ϕij(a) ⇒ b ∼ a⇒ b̃ = ã⇒ ψi(a) = ψj(b) = ψjϕij(a) ⇒ ψi = ψjϕij

2.2.13

(a) ネーター空間の部分集合はネーター空間であり、ネーター空間は quasi-
compactであることを示す。これらが証明されればネーター空間の開部分空間は
quasi-compactである。
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ネーター空間X の部分集合 Y の閉集合降鎖列を

Y1 ⊇ Y2 ⊇ · · · , Yi = Y ∩ Vi

とする。V1 ⊇ V1 ∩ V2 ⊇ · · · は X の閉集合降鎖列なので V1 ∩ V2 ∩ · · · ∩ VN =
V1 ∩ V2 ∩ · · · ∩ VN+1 = · · · となるN が存在する。このとき、

YN = Y ∩VN = Y ∩V1∩V2∩· · ·∩VN = Y ∩V1∩V2∩· · ·∩VN+1 = YN+1 = · · ·

より Y はネーター空間である。
ネーター空間がX =

⋃
i Ui と表されているとする。

Σ := {union of finite Ui} 6= ∅

とおくと、極大条件から Σには極大元 V が存在する。

X 6= V ⇒ ∃x ∈ X − V ⇒ x ∈ ∃Ui ⇒ x 6∈ V ( Ui ∪ V 3 x

これは V の極大性に反する。よって V = X である。

逆に位相空間X の任意の開部分空間が quasi-compactとする。X の開集合昇
鎖列 U1 ⊆ U2 ⊆ · · · に対し、U =

⋃
i Ui とおく。このとき、仮定から

U = Ui1 ∪ Ui1 ∪ · · · ∪ Uin , ∃n > 0

とかける。max{i1, i2, · · · , in} = N とおくと、U = UN なので

U = UN ⊆ UN+1 ⊆ · · · ⊆ U → UN = UN+1 = · · ·

よりX はネーター空間である。

(b) X = SpecA, X =
⋃
i Ui とする。U ci = V (∃ai)なので

∅ =
⋂
i

V (ai) = V (
∑
i

ai) ⇒
∑
i

ai = (1)

⇒ ci1fi1 + ci2fi2 + · · ·+ cinfin = 1, fij ∈ aij , ∃n > 0

⇒
∑

1≤j≤n

aij = (1) ⇒ ∅ = V (
∑

1≤j≤n

aij ) =
⋂

1≤j≤n

V (aij ) =
⋂

1≤j≤n

U cij

⇒ X =
⋃

1≤j≤n

Uij

となる8。よってX は quasi-compactである。
しかし、ネーター空間になるとは限らない。例えばA = k[x1, x2, · · · ]とすると

V (x1) ) V (x1, x2) ) · · ·
8a :=

∑
i ai 6= Aとすると aを含む極大 idealすなわち prime idealが存在するので ([1], Corollary

1.4)、V (a) 6= ∅ となってしまう。
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は閉集合降鎖列だが停留しないので SpecAはネーター空間ではない。

(c) SpecAの閉集合降鎖列を

V (a1) ⊇ V (a2) ⊇ · · · (7)

とする。ここで、aiは根基としてよい ([1], Exercise 1.15(i))。Lemma 2.1(c)から

a1 ⊆ a2 ⊆ · · · (8)

が得られる。A はネーター環ゆえ系列 (8) は停留し、系列 (7) も停留するので
SpecAはネーター空間である。

(d) A = k[x1, x2, · · · ]/(x21, x22, · · · ])とすると、

x̃i ∈ N(A) =
⋂

p:prime

p ⇒ p ⊇ (x̃1, x̃2, · · · )

しかるに (x̃1, x̃2, · · · )は極大 idealなので、p = (x̃1, x̃2, · · · )である。よって SpecA
は 1点からなり、ネーター空間である。しかるに、Aには停留しない昇鎖列 (x̃1) (
(x̃1, x̃2) ( · · · が存在するのでネーター環ではない。

2.2.14

(a) S = {0}のときは自明なので、S 6= {0}とする。S+の元が nilpotentとす
ると、S+ ⊆ N(S) =

⋂
p:prime p ⇒ p ⊇ S+ ⇒ ProjS = ∅となる。

ProjS = ∅とする。Prime ideal pに対し、q = ⊕d(p∩Sd)は斉次 prime ideal
である。ProjS = ∅なので斉次 prime ideal qは S+ を含む。よって

p ⊇ q ⊇ S+ ⇒ N(S) =
⋂

p:prime

p ⊇ S+

(b) ϕ : S → T に対して

U c = {p|p ⊇ ϕ(S+)} ∩ ProjT = V ((ϕ(S+)))

なので、U は開集合である。
p ⊇ ϕ(S+) ⇔ ϕ−1(p) ⊇ S+より p 6⊇ ϕ(S+)に対して f(p) = ϕ−1(p) 6⊇ S+が

成立するため、

f : U → ProjS, p 7→ ϕ−1(p)

を定義できる。
f の連続性は

f−1(V S(a)) = V T (ϕ(a)) ∩ U (9)
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による。これは

q ∈ f−1(V S(a)) ↔ f(q) ∈ V S(a) ↔ ϕ−1(q) ⊇ a, ϕ−1(q) 6⊇ S+

↔ q ⊇ ϕ(a), q 6⊇ ϕ(S+) ↔ q ∈ V T (ϕ(a)) ∩ U

から得られる。
Proposition 2.5より ProjS, ProjT は schemeであり、U も schemeである。
f# は ϕp : S(φ−1(p)) = S(f(p)) → T(p) を用いて

f#(V ) : OProjS(V ) → OU (f
−1(V )), s 7→ t, t(p) = ϕpsf(p), p ∈ f−1(V )

で与えられる。これより f#p = ϕp となるので f#p は local morphismである。
以上により (f, f#) : U → ProjS はmorphismである。

(c) p ⊇ ϕ(S+), p ∈ ProjT とする。t ∈ T+ のとき、十分大きな rに対して

tr ∈ ⊕d≥d0Td = ⊕d≥d0ϕd(Sd) ⊆ ϕ(S+) ⊆ p

であるが、p は prime ideal ゆえ t ∈ p となり、T+ ⊆ p を得る。よって対偶か
ら p ∈ ProjT ならば p ∈ U、従って U = ProjT が成立する。(b)より scheme
morphism

f : ProjT → ProjS

が定義できる。
(f の単射性)
f(p1) = f(p2) ⇒ q := ϕ−1(p1) = ϕ−1(p2) ∈ ProjS ⇒ (p1)d = (p2)d, d ≥ d0

なので

a ∈ p1, s ∈ S+−p2 ⇒ sd0a ∈ p1,deg(s
d0a) ≥ d0 ⇒ sd0a ∈ p2 ⇒ a ∈ p2 ⇒ p1 ⊆ p2

となり、逆向きの包含関係も成り立つので単射である。

(f の全射性)
Proposition 2.5(b)より ProjS はD+(f), f ∈ S+でカバーできる。そのよう

な一つの f に対し、homomorphism

ϕf : S(f) → T(φ(f)), a/f
i 7→ ϕ(a)/ϕ(f i), deg a = deg f i

は isomorphismである。なぜなら、適宜 a/f i の分母子に f j をかけることによ
り、deg a ≥ d0 とできるからである。

Proposition 2.3より、ϕf に対応する scheme morphismは

f |SpecT(φ(f))
: SpecT(φ(f)) → SpecS(f)

であるが、ϕf が isomorphismなので、f |SpecT(φ(f))
も scheme isomorphismであ

る。この式は Proposition 2.5(b)を用いると、

f |D+(φ(f)) : D+(ϕ(f))
∼→ D+(f) (10)
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となる。fは単射なので、ProjSはD+(f), f ∈ S+でカバーできるので、D+(ϕ(f))
は ProjT をカバーする。このとき、f |D+(φ(f)) が isomorphismなので、位相空
間として f : ProjT → ProjS は isomorphismである。Sheaf morphismとして
も、f#p が isomorphismなので (式 (10)より局所的に isomorphic)、isomorphism
であり、従って localでもある。
以上により、f : ProjT → ProjS は isomorphismである。

(d) Exercise 1.2.4(b)より位相空間として t(V ) ≈ ProjS である。
Projective variety V は affine varietyに同型な Vi = V ∩ Ui でカバーできる。

Vi = Z(Ai)とすると、V =
⋃
i Vi のとき

t(V ) =
⋃
i

t(V ci )
c, t(V ci )

c ∼→ t(Vi), Z 7→ Z ∩ Vi

ProjS =
⋃
i

Xi, Xi ≈ SpecAi

Ot(V )|t(Vi) = Ot(Vi)

OProjS |SpecAi = OSpecAi

である9 。Proposition 2.6証明の中にあるように、

(t(Vi),Ot(Vi)(= α∗OVi
)) ≈ (SpecAi,OSpecAi

)

なので、sheaf性からこれらを貼り合わせることができ、

(t(V ),Ot(V )) ≈ (ProjS,OProjS)

を得る。

2.2.15

本問を証明して Proposition 2.6が完成する。(a) V が一般の varietyのとき、
V =

⋃
i Vi, Vi : affine とできる。このとき、t(V ) ≈

⋃
i t(Vi) より (Exercise

2.2.14(d) の脚注)、P ∈ t(Vi) となる i が存在するので、その Vi を改めて V と
おく。

V の座標環を A = k[x]/I(V )とする。P ∈ t(V )が閉点とすると、対応する
SpecAの点は極大 idealであり、kが代数的閉体なのでmP = (x0−a0, · · · , xn−an)
の形となる。従ってその剰余体は

AmP
/mP ≈ k

9t(V )において ψ : Ũ = t(Uc)c → t(U), Z 7→ Z ∩U は位相同型になる。Well-define: Z が既約
閉ならZ∩U はU で既約閉 (Example 1.1.3)。全射性: Y ∈ t(U) ⇒ Y = Y ∩U ⇒ Y ∈ t(Uc)c, Y :
既約閉 (Example 1.1.4)。単射性: Z ∩ U = Z′ ∩ U ⇒ Z = Z ∩ U = Z′ ∩ U = Z′。連続性/閉写

像性: t(Uc)c ⊇ t(W ) 3 Z
ψ7→ Z ∩ U ∈ t(W ∩ U), Y = Y ∩ U ψ−1

7→ Y。このとき t(V ) が scheme
となることは Proposition 2.6 の証明で示されている通り。
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を満たす。
逆に、P ∈ t(V )に対応する SpecAの点を p、その剰余体が Ap/p = kを満た

すとする。Aが k上 schemeなので i : k ↪→ A/pである。

trans.degkFrac(A/p) = trans.degkFrac(A/p)p = trans.degkk = 0

よって、A/pの超越次数は 0であり、k上代数的である。従って、kが代数的閉
体であることから j : A/p ↪→ kとなる。

k

i ((
A/pjdd

において、i, j も k-morphismなので、Exercise 2.2.8の脚注で示した一意性から
ji = idk である。一方 j は単射なので ij = idA/p となり、A/p ≈ kが得られ、p
は極大 ideal、P は閉点となる。

(b) P ∈ X の近傍と f(P ) ∈ Y の近傍を affineとなるように取れるので10、k
上 scheme morphism f は f : SpecA → SpecB としてよい。P ∈ X に対応する
prime idealを pとする。このとき、Proposition 2.3より ϕ : B → A となる ϕが
存在し、f(P ) = ϕ−1(p)である。

ρ : A→ A/pを標準的全射とすると

ϕ̃ := ρϕ : B
φ→ A

ρ→ A/p

に関し、ker ϕ̃ = ϕ−1(p)が成立する。よってA/p ⊇ ϕ̃(B) ≈ B/ ker ϕ̃ = B/ϕ−1(p)
より

σ : k
i
↪→ B/ϕ−1(p)

j
↪→ A/p = k (11)

が成り立つ。最後の等号は (a)で示したように Ap/p = k ⇒ A/p = k による。
よって B/ϕ−1(p) ≈ k であり、f(P )に対応する prime idealは ϕ−1(p)なので、
f(P )に対応する剰余体は kとなる。

(c) Proposition 2.6の記法を用いる。
最初に V,W が affine varietyの場合に証明する。まず、写像

t : HomVar(V,W ) → HomSch(t(V ), t(W ))

が定義できることを示す。
f : V →W を varietyのmorphismとする。Proposition I.3.5より

f ′ : A(W ) → A(V )

が存在する。

10f(P ) ∈ Y に affine近傍 V が存在する。開集合 f−1(V ) 3 P の近傍として D(f)がとれ、これ
は affine なので P ∈ D(f) ⊆ f−1(V ) ⇒ f : D(f) → V とできる。
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このとき、

(t(f), t(f)#) : (t(V ), αV∗ OV ) → (t(W ), αW∗ OW )

が定義できる。ここで、

t(f) : t(V ) → t(W ), Y 7→ f(Y )

t(f)# : αW∗ OW → t(f)∗α
V
∗ OV

である。A(W ) → A(V )が存在し、かつ Proposition 2.6に示されているように、
(SpecA(V ),OSpecA(V )) ≈ (t(V ), α∗OV )なので t(f)#は存在する。従って、t(f)
は scheme morphismである。
なお、ついでながら

t(f)#(t(W )) : αW∗ OW (t(W )) = OW (W ) ≈ A(W ) → t(f)∗α
V
∗ OV (t(W )) = OV (V ) ≈ A(V )

より (Theorem 3.2(a))

t(f)#(t(W )) = f ′, t(f) = f ′∗ (12)

である。ここで、Proposition I.3.5により f ′に対応する Spec上 homomorphism
を f ′∗ とし、SpecA(V ) ≈ t(V )から t(V )における homomorphimとみている。

(単射性)
t(f) = t(g), f, g : V →W とする。

t(f)(P ) = t(g)(P ) ⇒ f(P ) = g(P ), P ∈ V

P に対応する idealは極大なので (a), (b)より f(P )は閉点であり、f(P ) = g(P )
すなわち f = gを得る。

(全射性)
h̃ ∈ HomSch(t(V ), t(W ))は

(h̃, h̃#) : (t(V ), αV∗ OV ) → (t(W ), αW∗ OW )

のことであり

h′ := h̃#(t(W )) : αW∗ OW (t(W )) = OW (W ) ≈ A(W ) → h̃∗α
V
∗ OV (t(W )) = OV (V ) ≈ A(V )

は ring homomorphism である。よってこれに対応する h : V → W は variety
morphismである (Proposition I.3.5)。
また、Propostion 2.3より得られる scheme morphismを

h′∗ : SpecA(V ) → SpecA(W )

とすると、

(SpecA(V ),OSpecA(V )) ≈ (t(V ), α∗OV )

なので、h̃ = h′∗ であり、式 (12)より t(h) = h̃である。
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V,W が一般の varietyとする。
V =

⋃
i Vi,W =

⋃
iWi, Vi = V ∩Ui,Wi =W ∩Uiにおいて、Vi,Wiの対で証

明できた (UiはProposition I.2.2参照)。すると t(Vi∩Wi) = t(Vi)∩ t(Wi)より貼
り合わせることができる。なぜなら、fi = f |Vi

とすると、t(fi|Vi∩Vj
) : t(Vi∩Vj) →

t(Wi ∩Wj), Z 7→ f(Z), Z ⊆ Vi ∩ Vj となるので、t(fi|Vi∩Vj
) = t(fj |Vi∩Vj

)だか
らである。

2.2.16

Scheme X に対し f ∈ OX(X), Xf = {x ∈ X|fx 6∈ mx ⊆ Ox}とする。
(a) U = SpecB ⊆ X, f = f |U ∈ OX|U (U) = B のとき

x(= p ⊆ B) ∈ U ∩Xf ⇔ fx = (f |U )x = fx 6∈ mx ≈ pp ⊆ Bp

となる。このとき、fp 6∈ pp ⇔ f 6∈ pである。実際、

f ∈ p ⇒ fp ∈ pp

であり、逆に

fp ∈ pp ⊆ Bp ⇒ fp = f/1 ∈ pp ⇒ f/1 = a/s, a ∈ p, s 6∈ p ⇒ fst = at ∈ p, t 6∈ p ⇒ f ∈ p

である11 。
よって

x ∈ U ∩Xf ⇔ x ∈ D(f)

となる。

Xf =
⋃
U

(U ∩Xf ) =
⋃
U

D(f) =
⋃
U

D(f |U )

よりXf は開集合である。

(b)

X =
⋃
i

Ui, Ui = SpecBi, Xif := Ui ∩Xf = D(fi), fi = f |Ui

において

a|Xf
= 0, a ∈ OX(X)

11Proposition 2.2(a) より

Ox
∼→ Bp, fx = fx 7→ fp = f/1
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とする。ここで、coveringは有限である。a|Ui ∈ OX(Ui) = Bi であるが、その
Bi → Bifi による像は a|Ui/1である。一方、

0 = (a|Ui)|Xif
= a|Xif

∈ O(D(fi)) = Bifi

より

a|Xif
= a|Ui

/1 = 0/1 ⇒ a|Ui
fni
i = 0 ⇒ (afni)|Ui

= 0

よって OX の sheaf性から afn = 0, n = maxi ni となる。

(c) 有限な affine coveringをX =
⋃
i Ui, Ui = SpecBi とし、Xif = Ui ∩Xf

とおく。b ∈ OXf
(Xf )に対し b|Xif

∈ OXf
(Xf ∩ Ui) = O(D(fi)) = Bifi より、

b|Xif
= b′i/f

ni
i , b′i ∈ Bi(= OX(Ui)) とかける。ここで n = maxi ni とすると、

b|Xif
= b′if

n−ni
i /fni = bi/f

n
i , bi ∈ Bi

となる。
Uij = Ui ∩ Uj , Xijf = Ui ∩ Uj ∩Xf とすると

(b|Xif
)|Xijf

= (b|Xjf
)|Xijf

⇒ ((bi − bj)/f
n)|Xijf

= 0

⇒ ((bi − bj)f
mij )|Xijf

= 0 ⇒ ((bi − bj)f
m)|Xijf

= 0, m = max
i,j

mij

ここで、Uij は quasi-compactであり、Xijf = {x ∈ Uij |fx 6∈ mx}より、Uij
に (b)を適用可能となるので

((bi − bj)f
m)|Uij

f |nij

Uij
= 0 ⇒ (bif

N )|Uij
= (bif

N )|Uij

⇒ s|Ui = bif
m
i ∈ Bi, ∃s ∈ O(X)

⇒ Bifi 3 s|Ui∩Xf

$
= bif

m
i /1 = (bi/f

n
i )f

m+n
i = b|Xif

fn+mi

ここで $
=は f |Xif

= fi/1による。Bifi = OXf
(Xf ∩ Ui)より、その sheaf性から

s|Xf
= b(f |Xf

)n+m

を得る。

(d) f ∈ A = OX(X), fi = f |Ui
∈ Biとすると 1/fi ∈ Bifi = OX(Xf ∩Ui)で

ある。このとき、fi|Uij
= fj |Uij

なので

(1/fi)|Xijf
= 1/(fi|Uij

)|Xijf
= 1/(fj |Uij

)|Xijf
= (1/fj)|Xijf

であり、OX(Xf )の sheaf性から

∃t ∈ OX(Xf ), t|Xif
= 1/fi

となる。
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従って、ring homomorphism

ϕ : Af → OXf
(Xf ), a/f

n 7→ a|Xf
tn (13)

が定義できる。
(単射性) OX(Xf ) において a|Xf

tn = 0 とする。Xif に制限すると Bifi で
a|Xf∩Ui

/fni = 0となり、従ってBiにおいて a|Xf∩Ui
fmi = 0となる。OX の sheaf

性から a|Xf
(f |Xf

)M = 0が得られるので、(b)より Aで afL = 0となる。これ
は Af において a/1 = 0を意味し、よって a/fn = 0である。

(全射性) (c)より b ∈ OX(Xf )に対して f |NXf
b = s|Xf

となる s ∈ Aが存在す
る。よって

ϕ(s/fN ) = s|Xf
tN = (f |Xf

)NbtN = b

から12 ϕは全射である。
以上により、ϕは ring isomorphismである。

2.2.17

(a) f : X → Y, Y =
⋃
i Ui に対し Vi = f−1(Ui)とするとX =

⋃
i Vi である。

前提から

f |Vi : Vi → Ui

は isomorphismなので、f は全単射である。
開集合W ⊆ X に対し

f(W ) =
⋃
i

fi(Wi), Wi =W ∩ Vi

が成り立つので13 f は開写像であり、従って、f は homeomorphismとなる。
D(f)が開基なので、Q ∈ Y に対しQ ∈ ∃D(f) ⊆ Uiとできる。P = f−1(Q) ⇒

fi(P ) = Qなので

f#P : OY,Q → (f∗OX)Q = OX,P (14)

は、f#i,P に等しい。f
#
i は isomorphismなので、式 (14)、すなわち f#P も isomor-

phimとなり、f は scheme isomorphismである。

(b) X が affine schemeならば、f = 1 ∈ Aとすると

(f) = A, Xf = {x|1x 6∈ mx ⊆ Ox} = X

よりXf は affineである。

12((f |Xf
)N tN )|Xif

= (fi/1)
N · 1/fNi = 1

13(⊇) は明らか、b = f(a), a ∈ ∃Wi ⇒ b ∈ f(Wi) = fi(Wi)
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逆を示す。
a(1)f (1) + · · ·+ a(r)f (r) = 1

とすると
Xc
f(1)∩· · ·∩Xc

f(r) = {x|f (1)x , · · · , f (r)x ∈ mx} ⊆ {x|a(1)x f (1)x +· · ·+a(r)x f (r)x = 1 ∈ mx} = ∅

より
X = Xf(1) ∪ · · · ∪Xf(r)

すなわち、X はXfi でカバーされる14。
前提から Xfi は affineなので、Xfi ∩ U = D(f i)において U = Xfi とでき、

Xfi = D(f i)となる。よって Xfi ∩Xfj = D(f i) ∩D(f i) = D(f if j)より、[1],
Exercise 1.17, (vii)から Xfi ∩Xfj は quasi-compactとなる。すると、Exercise
2.2.16(d)が使えて

A = OX(X)
δ→ Af = OX(X)f

σ→ OX(Xf ), a 7→ a/1 7→ a|Xf
t0 = a|Xf

(15)

σは ring isomorphism、ρXXf
= σδである。

Proposition 2.3より式 (15)に対応して

ρ∗XXf
: Xf

σ∗

→ SpecAf ≈ D(f) ⊆ SpecA (16)

が成立する。Proposition 2.3から σ∗ は isomorphismである。
一方、Exercise 2.2.4から ϕ : X → SpecAが存在するが、その全射性証明で

示したように ϕは ρ∗XXf
を貼り合わせたものであり、ϕ|Xf

= ρ∗XXf
である。こ

のとき式 (16)より
Imϕ|Xf

= D(f) ≈ SpecAf

と見なせるので
ϕ|Xf

: Xf
∼→ SpecAf (17)

となる。
ϕ−1(SpecAfi) = Xfi を示す。⊇ は明らかである。x ∈ ϕ−1(SpecAfi) =

ϕ−1(D(fi))、すなわち ϕ(x) ∈ D(fi) において、もし x 6∈ Xfi とすると、x ∈
∃Xfj ⇒ ϕ(x) ∈ D(fi) ∩D(fj)となる。一方

Xfi ∩Xfj = Xfifj ≈ D(fifj) = D(fi) ∩D(fj)

なので、fifj に関する式 (17)より、∃x′ ∈ Xfi ∩ Xfj , ϕ(x
′) = ϕ(x)となるが、

x 6∈ Xfiより x′ 6= xである。これは fjに関する式 (17)に反する。よって、x ∈ Xfi

である。
SpecAはD(fi) ≈ SpecAfi でカバーされ、ϕ−1(SpecAfi) = Xfi なので、(a)

より
ϕ : X → SpecA

は isomorphismである。

14このカバー式が成立さえすれば (a(1)f (1) + · · ·+ a(r)f (r) = 1は必要なく)、以下の議論は成り
立ち、X は affine となる。
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2.2.18

(a)

f ∈ N(A) =
⋂

p ⇔ f ∈ ∀p ⇔ D(f) = ∅

(b) ϕ : A→ B, f : Y = SpecB → X = SpecA, f# : OX → f∗OY において
f# が単射とする。このとき f#(V ), ∀V ⊆ X も単射なので ϕ = f#(X)は単射
である。
逆に ϕ : A→ B が単射とする。このとき ∀g ∈ Aに対し

ϕg : Ag → Bφ(g), a/g
n 7→ ϕ(a)/ϕ(g)n

は、ϕが単射ゆえ

a/gn = 0 ⇔ agi = 0 ⇔ ϕ(a)ϕ(g)i = 0 ⇔ ϕ(a)/1 = 0 ⇔ ϕ(a)/ϕ(g)n = 0

が成り立つので、well-defineかつ単射である。すると

f#(D(g)) : OX(D(g)) ≈ Ag → f∗OY (D(g)) = OY (f
−1(D(g)) = OY (D(ϕ(g))) ≈ Bφ(g)

は ϕg に等しいので (Proposition 2.3(b)の証明中) 、単射となる。
D(g)は開基なので、∀p ∈ X に対し

Op → (f∗OY )p

も単射となり ([1], Exercise 2.19)、Exercise 1.2(b)から f# も単射となる。
ϕ : A→ Bが単射のとき f(Y ) = X となることを示す。このためにはX の任

意の開集合に f(Y )の元が存在すればよい。D(g), g ∈ X は開基なので開集合は
D(g) 6= ∅とできる。
もしD(g)に f(Y )の元がなかったとする。

g ∈ f(q) = ϕ−1(q),∀q ∈ Y ⇒ g ∈
⋂
q∈Y

ϕ−1(q) = ϕ−1
⋂
q∈Y

q = ϕ−1(N(B))

⇒ ϕ(g) ∈ N(B)
φ:injective

=⇒ g ∈ N(A)
(a)⇒ D(g) = ∅

これはD(g) 6= ∅に反する。

(c) ϕ : A→ B は全射とする。
すると f : SpecB → SpecAは単射である。実際、f(p) = f(q), p, q ⊆ B の

とき

y ∈ p ⇒ y = ϕ(x),∃x ∈ A ⇒ x ∈ ϕ−1(p) = ϕ−1(q) ⇒ y = ϕ(x) ∈ q

である。
f は閉写像である。なぜなら A/ kerϕ ≈ Imϕ = B より A の kerϕ を含む

prime idealとBの prime idealは一対一に対応し、さらにその一般化としてAの
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ϕ−1(b)を含む prime idealと B の bを含む prime idealは一対一に対応する15。
よって

f(V (b)) = V (ϕ−1(b))

となり、f(Y ) は閉集合である。以上から f : Y → Imϕ は homeomorphism と
なる。

(b)で示した

ϕg : Ag → Bφ(g), a/g
n 7→ ϕ(a)/ϕ(g)n

は ϕが全射ならやはり全射である。よって ϕg に等しい

f#(D(g)) : OX(D(g)) → f∗OY (D(g))

は全射である。{D(g)}が開基なので、

Op → (f∗OY )p

も全射となる。従って

f# : OX → f∗OY

は全射である。

(d) A′ = A/ kerϕ, X ′ = Spec (A/ kerϕ)とし、

ϕ : A
π→ A/ kerϕ ≈ Imϕ

i→ B

f : Y
g→ X ′ h→ X, g = i∗, h = π∗

f# : OX
h#

−→ h∗OX′
h∗g

#

−→ h∗g∗OY

とする。このとき、g が scheme isomorphismであることを示せばよい。なぜな
ら Proposition 2.2.3より Imϕ = Bが得られるので、ϕは全射になるからである。
まず f = hg, hが各々像 (閉集合)への位相同型写像なので g = h−1|Imf ◦ f

も像 (閉集合)への位相同型写像である16 。iが単射ゆえ (b)より g# も単射で、
X ′ = g(Y ) = g(Y )から、gは Y → X ′ として位相同型写像である。

g#は単射なので、g#が全射であることを示せば Exercise 2.1.5より isomor-
phismとなる。
前提から f# = h∗g

# ◦ h# は全射なので h∗g
# も全射である。

h∗g
# : h∗OX′ → h∗g∗OY = f∗OY

において、p ⊇ kerϕで stalkを取ると、p = f(∃q)より

(h∗g
#)q : (h∗OX′)p → (h∗g∗OY )p = (f∗OY )p = OY,q

15A/φ−1(b) と B/b に適用する。
16Img = h−1|Imf (Imf) = h−1(Imf)
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が全射となる。この式は、
OX′(h−1(V )) → g∗OY (h

−1(V ))

を p ∈ V ⊆ X で stalkを取ったものに等しい。
ここでhは像への位相同型写像で、p ⊇ kerϕはその像に含まれる。よって、p′ =

h−1(p)近傍では h−1(V )は V と同型であり、上式はX ′において p′ = h−1(p)で
stalkを取ったものに等しい。ここで、Aの prime ideal p ⊇ kerϕとA′ = A/ kerϕ
の prime ideal p′ = h−1(p)は一対一に対応している。よって

(OX′)p′ → (g∗OY )p′ , p′ ∈ X ′

が全射となり、従って
g# : OX′ → g∗OY

は全射である。

2.2.19

(a)
(i)→(ii)
SpecA = U1

∐
U2 とする。e1, e2 ∈ OX(X) = Aを次のように定める。

e1|U1
= 1, e1|U2

= 0, e2|U1
= 0, e2|U2

= 1

すると、
(e1 + e2)|U1

= (e1 + e2)|U2
= 1 ⇒ e1 + e2 = 1

である。他も同様にして、
e1e2 = 0, e21 = e1, e

2
2 = e2

を示すことができる。
(ii)→(iii)
e1 + e2 = 1より A = Ae1 +Ae2 となるが、Ae1 ∩Ae2 = (0)である。実際、
a ∈ Ae1, Ae2 ⇒ a = be1 = ce2 ⇒ a = be1 = be21 = be1e1 = ce2e1 = 0

よって、
A = Ae1 ⊕Ae2 ≈ Ae1 ×Ae2

ここで、Aei は単位元 ei をもつ ringである。
(iii)→(i)
A = A1 ×A2 のとき、射影を πi : A→ Ai とし、ai = kerπi とおくと、
a1 = (0, A2) 6= A, a2 = (A1, 0) 6= A, a1 ∩ a2 = (0, 0), a1 + a2 = A

なので、
SpecA = V ((0)) = V (a1 ∩ a2) = V (a1) ∪ V (a2)

V (a1) ∩ V (a2) = V (a1 + a2) = V (A) = ∅
である。ここで、ai 6= Aより V (ai) 6= ∅である。
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