
2 Schemes

2.1 Sheaves

2.1.1

Aの constant sheafをA、constant presheafをBとする。Proposition-Definition
1.2の universal propertyよりB+ = A を示す。それには、Sheaf G と

ϕ : B → G

が与えられたとき、ψθ = ϕを満たすmorphism ψ : A → G が一意的に存在する
ことを示せばよい。
定義から X ⊇ ∀U 6= ∅ に対して B(U) = A である。U の連結成分分解を

U = ∪i∈IUi とする。Example 1.0.3からA (U) = AI である。

θ(U) : B(U) = A→ A (U), a 7→ (ai)i∈I , ai = a

ψ(U) : A (U) → G (U), a = (ai)i∈I 7→ s, s|Ui
= ϕ(Ui)(ai)

とおく。ここで、G は sheafなので s|Ui = ϕ(Ui)(ai)を満たす s ∈ G (U)は存在
する。

UをUiとすれば、θ(Ui)(ai) = ai, ψ(Ui)(ai) = ϕ(Ui)(ai)となるので、ψ(U)(a)|Ui
=

ϕ(Ui)(ai) = ψ(Ui)(a|Ui
)より ψはmorphismとなる。

このとき ψθ(a)|Ui
= ϕ(Ui)(a) = ϕ(U)(a)|Ui

と G の sheaf性から

ψθ = ϕ

が得られる。
このような ψは一意的である。実際、ψθ = ϕと θ(Ui)(ai) = ai から

ψ(U)(a)|Ui
= ψ(Ui)(a|Ui

) = ψ(Ui)(ai) = ψ(Ui)θ(Ui)(ai) = ϕ(ai)

となり、ψ(U)(a)は ϕのみで決まるので、ψは一意的である。

2.1.2

(a) Morphism ϕ : F → G とし、sP ∈ FP とする。
このとき

(kerϕ)P 3 sP ⇒ (kerϕ)(∃U) 3 s⇒ ϕ(U)(s) = 0 ⇒ (ϕ(U)(s))P = 0 ⇒ ϕP (sP ) = 0

一方

ϕP (sP ) = 0 ⇒ (ϕ(∃U)(s))P = 0 ⇒ (ϕ(U)(s))|∃VP
= 0|VP

= 0 ⇒ ϕ(VP )(s|VP
) = 0

⇒ s|VP
∈ kerϕ(VP ) ⇒ s|VP

∈ (kerϕ)(VP ) ⇒ sP ∈ (kerϕ)P

従って

(kerϕ)P = ker(ϕP )
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が成り立つ1。

次に、

(im ϕ)P = (im ϕ)−P 3 sP ⇒ (im ϕ)−(U) 3 s⇒ ϕ(U)(∃t) = s

⇒ ϕP (tP ) = (ϕ(∃V )(t|V ))P = ((ϕ(U)(t))|V )P = (ϕ(U)(t))P = sp ⇒ sP ∈ im ϕP

逆に、

sP ∈ im ϕP ⇒ sP = ϕP (∃tP ) = (ϕ(∃U)(t))P ⇒ s|∃W = (ϕ(U)(t))|W = ϕ(W )(t|W )

⇒ s|W ∈ im ϕ(W ) ⇒ sP ∈ (imϕ)P

よって

(im ϕ)P = im ϕP

が成り立つ。なお (im ϕ)− は presheaf: U 7→ im ϕ(U)を表している。

(b) 任意の P ∈ X に対し、(a)より kerϕP = (kerϕ)P であり、Proposition 1.1
から (kerϕ)P = 0P = 0 ⇔ kerϕ = 0なので、

kerϕP = 0 ⇔ kerϕ = 0

である。
同様に、(a)より (im ϕ)P = im ϕP であり、Proposition 1.1から (im ϕ)P =

GP ⇔ im ϕ = G なので

im ϕP = GP ⇔ im ϕ = G

である。

(c) 任意の P ∈ X に対し、Proposition 1.1と (a)より

im ϕi−1 = kerϕi ⇔ (im ϕi−1)P = (kerϕi)P ⇔ im ϕi−1P = kerϕiP

が成立する。

2.1.3

(a) (⇒) ϕ : F → G が全射とし、U ⊆ X, s ∈ G (U)とする。
Exercise 1.2(b)より P ∈ U に対し、ϕP は全射である。よって、sP = ϕP (tP )

となる tP ∈ FP が存在する。
このとき ϕP (tP ) = (ϕ(V )(t))P = sP , ∃t ∈ F (V ) から、ϕ(V )(t)|W =

s|W , ∃W ⊆ U ∩ V ⊆ X となり ϕ(W )(t|W ) = s|W が得られる。

1これは F ,G が presheaf でも成立する。
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P ∈ W なので P の代わりに iで添字づければ、U = ∪P∈WW = ∪iWi, ti =
t|Wi ∈ F (Wi)として

ϕ(Wi)(ti) = s|Wi

が成り立つ。

(⇐) ϕP , P ∈ U の全射性を示す。
sP ∈ GP , s ∈ G (V ), V ⊆ U とする。前提条件から V = ∪iVi, ϕ(ti) =

s|Vi
, ti ∈ F (Vi)が成り立つので、P ∈ Vi とすれば、

ϕP (tiP ) = ϕ(ti)P = (s|Vi
)P = sP

であり、ϕP は全射である。

(b) X = C− 0, F (U) : U 上の正則関数環とし、ϕ : F → F を

ϕ(U) : F (U) 3 f(z) 7→ exp(f(z))

とする。
ϕ(X)は全射にならないことを例で示す。
g(z) = z ∈ F (X)に対して g(z) = ϕ(X)(f(z)) = exp(f(z))とすると

exp(f(z)) = z ⇒ f(z) = log |z|+ i(Arg z + 2nπ), ∀n ∈ Z

となる。ここで、Argは主値を表し、−π < Arg ≤ πである。多価関数は関数で
はないので、多価関数にならないように f(z)を制限すると連続関数にならない。
例えば f(z) = |z|+ iArg zとすると、z = −1で不連続になる。
従って、g(z) = z ∈ F (X)に対する f(z) ∈ F (X)は存在しないので、ϕ(X)

は全射ではない。

FP の元は P で正則な関数、すなわち P の近傍で正則な関数であり、ϕP はそ
れらの germを写す準同型写像である。上記の例の場合、P ∈ U の近傍 VP にお
いては、不連続にならないように f̃(z) = log g(z)を作ることが可能である。f̃(z)
は P において正則であり、P 近傍 VP において ϕP (f̃(z)) = exp(f̃(z)) = g(z)と
なるので、ϕP は全射である。

2.1.4

(a) まず、

ϕ : F → G injective ⇒ ϕP : FP → GP injective

である。なぜなら (kerϕ)P = limP∈U kerϕ(U) = limP∈U 0 = 0 であり、また
Exercise 1.2(a)(解答の注)で示したように、(kerϕ)P = kerϕP だからである。

Proposition-Definition 1.2から θ′ϕ : F → G + に対し (θ′ : G → G +)、

∃!ϕ+ : F+ → G +, ϕ+θ = θ′ϕ (1)
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なので、Exercise 1.2(b)より

ϕ+ : injective ⇔ ϕ+
P : injective

である。
次に示すように、ϕ+

P = ϕP が成り立つので、

ϕ : injective ⇒ ϕ+ : injective

が得られる。

[ϕ+
P = ϕP の証明]
θ : F → F+ に対し

∃!θP : FP → F+
P , θPµU = µ+

Uθ(U)

が存在するが ([1], Exercise 2.18、µUはそこのµiに相当、以下νも同様)、Proposition-
Definition 1.2の証明の最後に示されているように、θP は同型なので、idとみな
してF+

P = FP とすると

µU = µ+
Uθ(U) (2)

が得られる。同様にして

νU = ν+U θ
′(U) (3)

である。
一方、ϕ : F → G に対し

∃!ϕP : FP → GP , νUϕ(U) = ϕPµU (4)

が存在する ([1], Exercise 2.18)。
さらにF+

P = FP ,G
+
P = GP より、同様に

∃!ϕ+
P : F+

P → G +
P , ν

+
Uϕ

+(U) = ϕ+
Pµ

+
U (5)

が存在する。
式 (5)に右から θ(U)をかけると

ν+Uϕ
+(U)θ(U) = ϕ+

Pµ
+
Uθ(U)

(i)⇒ ν+U θ
′(U)ϕ(U) = ϕ+

PµU
(ii)⇒ νUϕ(U) = ϕ+

PµU

となるので、式 (4)における ϕP の一意性から ϕ+
P = ϕP が得られる。ここで、(i)

には式 (1)と式 (2)を、(ii)には式 (3)を用いた。

(b) Inclusion ι(U) : im ϕ(U) → G (U)は単射なので ιは presheafから sheafへ
の単射である。よって、(a)より ι+ : im ϕ→ G も単射である。従って、im ϕは
sheaf G の subsheafとみなせる2。

2Morphism φ : F → G に対して φ(V )ρUV (s) = ρ′UV φ(U)(s) が成立するが、φ が単射の場合
inclusion とみなすと ρUV (s) = ρ′UV (s) となるので、F は G の subsheaf である。
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2.1.5

Morphism ϕに対して

ϕ : isomorphism
(1)⇔ ϕP : isomorphism

(2)⇔ ϕP : group bijection
(3)⇔ ϕ : bijection

が成立する。ここで、(1)は Proposition 1.1、(2)は ϕP が環準同型であることか
ら、(3)は Exercise 1.2(b)による。

2.1.6

(a) F ′ がF の subsheafならF ′P はFP の部分環なので、系列

0 → F ′P → FP → FP /F
′
P → 0

は exactである。よって Exercise 1.2(c)から

0 → F ′
ι→ F

φ→ F/F ′ → 0

も exactである。従って、ϕ : F → F/F ′ は全射であり、kerϕ = im ι ≈ F ′ で
ある。

(b) 系列

0 → F ′ → F → F” → 0

が exactなので、 F ′ → F は単射であり、 F ′ はF の subsheafである。
Exercise 1.2(c)より

0 → F ′P
iP→ FP

φP→ F”P → 0

も exactである。
従って、F”P ≈ FP / kerϕP ≈ FP /im iP ≈ FP /F ′P = (F/F ′)P となる。

よって、Proposition 1.1より

F” ≈ F/F ′

が得られる。

2.1.7

(a) Morphism ϕ : F → G に対して準同型 ϕP : FP → GP が得られる。
準同型定理から

imϕP ≈ FP / kerϕP = (F/ kerϕ)P

Proposition 1.1より

imϕ ≈ F/ kerϕ
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(b) Presheaf F , F ′ に対して

0 → F ′(U) → F (U) → F (U)/F ′(U) → 0

は群として exactなので、[1], Exercise 2.19より

0 → F ′P → FP → lim
P∈U

F (U)/F ′(U) → 0

は exactである。よって、

lim
P∈U

F (U)/F ′(U) = FP /F
′
P = F+

P /F
′+
P = (F+/F ′+)P

である。
これを用いると

(cokerϕ)P = lim
P∈U

G (U)/imϕ(U) = (G /imϕ)P

よって、

cokerϕ = G /imϕ

が得られる。

2.1.8

Sheaf系列

0 → F ′
i→ F

φ→ F”

が完全ならば、任意の開集合 U ⊆ X に対して

0 → F ′(U)
i(U)→ F (U)

φ(U)→ F”(U)

も完全なことを示す。
Caution 1.2.1 より i(U) は単射なので、あとは im i(U) = kerϕ(U) 言えば

よい。
Exercise 1.2(c)から

0 → F ′P
iP→ FP

φP→ F”P

は exactである。これから

s ∈ im i(U) ⇒ sP ∈ (im i)P = im iP = kerϕP = (kerϕ)P ⇒ s|V ∈ kerϕ(V ), P ∈ ∃V ⊆ U

となり、0 = ϕ(V )(s|V ) = (ϕ(U)(s))|V が成立する。F”の sheaf性からϕ(U)(s) =
0 ⇒ s ∈ kerϕ(U)が得られる。
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逆を示す。

s ∈ kerϕ(U) ⇒ sP ∈ (kerϕ)P = kerϕP = im iP ⇒ sP = iP (∃tP )

より、

i(VP )(t
P ) = s|VP

, ∃tP ∈ F ′(∃VP )

が得られるが、これらを貼り合わせて t ∈ F ′(U)を求める。
Q ∈ U に対して同様に tQ ∈ V Q とし V = V P ∩ V Q とおくと

i(V )(tP |V ) = (i(VP )(t
P ))|V = (s|V P )|V = s|V = (s|V Q)|V = i(V )(tQ|V )

であり、i(V )は単射なので、tP |V = tQ|V を得る。U = ∪P∈UVP より、F ′ の
sheaf性から ∃t ∈ F ′(U), t|VP

= tP が存在する。

(i(U)(t))|VP
= i(VP )(t|VP

) = i(VP )(t
P ) = s|VP

となるので、貼り合わせの一意性から i(U)(t) = sが得られる。従って s ∈ im i(U)
から im i(U) ⊇ kerϕ(U)となる。

2.1.9

Fλ, λ ∈ Λ, |Λ| <∞が sheafならば、

⊕λ∈ΛFλ : U 7→ ⊕λ∈ΛFλ(U), ρUV ({sλ}) = ({ρλUV (sλ)})

も sheafとなる (証明は容易なので省略)。
この ⊕λ∈ΛFλ は次の universal propertyを満たすことから category of sheaf

の direct sumとなる:
X 上の sheaf H とmorphism ϕλ : Fλ 7→ H , ∀λ ∈ Λ に対して、ϕλ = ϕ ◦ ιλ

を満たすmorphism

ϕ : ⊕λ∈ΛFλ → H , ϕ(U)({sλ}) =
∑
λ

ϕλ(U)(sλ), sλ ∈ Fλ(U)

が存在し、一意的である。ただし、ιλ は埋込で

ιλ : Fλ 7→ ⊕λFλ, ιλ(U)(sλ) = (0, · · · , 0, sλ, 0, · · · , 0)

であり、morphismである。

Fλ
φλ //

ιλ

$$I
II

II
II

II
H

⊕λ∈ΛFλ

∃!φ

::
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ϕ は ρ′UV ϕ(U) = ϕ(V )ρUV を満たすので morphism である (ρ′ は H の re-
striction map)。また、ϕλ = ϕ ◦ ιλ を満たす ϕの一意性は、

ϕ(U)({sλ}) = ϕ(U)
∑
λ

(0, · · · , 0, sλ, 0, · · · , 0) =
∑
λ

ϕ(U)(ιλ(U)(sλ) =
∑
λ

ϕλ(sλ)

より ϕλ のみに依存することによる3。
同様に、Fλ, λ ∈ Λが sheafならば直積 (Λの濃度に制限はない)∏
λ∈Λ

Fλ : U 7→
∏
λ∈Λ

Fλ(U), ρUV (s) =
∏
λ∈Λ

ρλUV (s
λ)

も sheafとなる。∏
λ Fλ が category of sheafの direct productとなることも、次の universal

propertyを満たすことから明らかである:
X 上の sheaf H とmorphism ϕλ : H 7→ Fλ に対して、ϕλ = πλϕを満たす

morphism

ϕ : H →
∏
λ

Fλ, ϕ(U)(s) = ({ϕλ(s)}), s ∈ H (U)

が一意的に存在する。ただし、πλ :
∏
λ Fλ → Fλ は射影である。

H
φλ //

∃!φ !!

Fλ

∏
λ∈Λ

Fλ

πλ

=={{{{{{{{{

2.1.10

Abelian groupの順系には順極限が存在する ([1], Exercise 2.14)。
F : U 7→ lim

→
Fi(U)が presheafであることを示す。

(a) Fi(U) が abelian group なので F (U) = lim
→

Fi(U) も abelian group で
ある。

(b) V ⊆ U のとき

ρiUV : Fi(U) → Fi(V ), ρjUV µij(U) = µij(V )ρiUV (6)

である。ここで、µij は direct systemにおける morphismなので ([1], Exercise
2.14)、restriction mapと compatibleであり式 (6)が成立する。
このとき、[1], Exercise 2.18より

∃!ρUV : F (U) → F (V ), ρUV µi(U) = µi(V )ρiUV (7)

3|Λ| = ∞ のときは、直和の元 ⊕λxλ には、有限個を除いて xλ が 0 という条件があるため、
⊕λ∈ΛFλ は presheaf であっても、sheaf 条件 (b)-(4) を満たさず、sheaf にはならない。
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となる restriction mapが一意に存在する。また、この式 (7)は µi が morphism
であることも示している。

Fi(U)
ρiUV / /

µij(U)

��

µi(U)

$$I
II

II
II

II
Fi(V )

µij(V )

��

µi(V )

zzuuu
uu
uu
uu

F (U)
∃!ρUV // F (V )

Fj(U)
ρjUV

//
µj(U)

::uuuuuuuuu
Fj(V )

µj(V )

ddIIIIIIIII

(b-0) F (∅) = lim
→

Fi(∅) = 0

(b-1) ρUU = idは一意性から明らかである。
(b-2) W ⊆ V ⊆ U のとき

ρUV µi(U) = µi(V )ρiUV , ρVWµi(V ) = µi(W )ρiV W

⇒ ρVW ρUV µi(U) = ρVWµi(V )ρiUV = µi(W )ρiV W ρ
i
UV = µi(W )ρiUW

となるので、ρUWµi(U) = µi(W )ρiUW を満たすρUW の一意性よりρUW = ρVW ρUV
である ([1], Exercise 2.18)。

Presheaf F : U 7→ lim
→

Fi(U)の sheafificationをF+ = lim
→

Fi とし、これが
category of sheafにおける direct limitの universal propertyを満たすこと、すな
わち下図 (9)の外回りが可換となるような ψが一意的に存在することを示す。

Sheaf G と αi = αjµij を満たすmorphism αi : Fi → G が与えられたとする。
このとき、

αi = ϕµi (8)

となる ϕ : F → G が一意的に存在する ([1], Exercise 2.16)。この ϕは次に示す
ように ρ′UV ϕ(U) = ϕ(V )ρUV を満たすのでmorphismである。ここで ρ′UV は G
の restriction mapである。

Fi(U)

αi(U)

$$I
II

II
II

II

µi(U)

��
F (U)

θ(U)

��

∃!φ(U) // G (U)

F+(U)

∃!ψ(U)

:: (9)

[∵] αi がmorphismであることと式 (7)、(8)とから得られる

ρ′UV αi(U) = αi(V )ρiUV , ρUV µi(U) = µi(V )ρiUV
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αi(U) = ϕ(U)µi(U), αi(V ) = ϕ(V )µi(V )

より

ρ′UV ϕ(U)µi(U) = ρ′UV αi(U) = αi(V )ρiUV = ϕ(V )µi(V )ρiUV = ϕ(V )ρUV µi(U)

となるが、F (U) = lim
→

Fi(U)の任意の元は s = µi(U)(si), si ∈ Fi(U), ∃iとか
けるので ([1], Exercise 2.15)、

ρ′UV ϕ(U)(s) = ρ′UV ϕ(U)µi(U)(si)) = ϕ(V )ρUV µi(U)(si) = ϕ(V )ρUV (s)

より ρ′UV ϕ(U) = ϕ(V )ρUV である。([∵]終)
すると Proposition-definition 1.2からこの ϕに対して

ϕ = ψθ (10)

となるmorphism ψ : F+ → G が一意的に存在する (θ : F → F+はProposition-
definition 1.2で定義されている)。
ここで σi = θµi : Fi → F+ とすると σi = σjµij が成立する。このとき、

ψσi = ψθµi = ϕµi = αi

となるが、このような ψ は一意的である。なぜなら、もし αi = ψ′σi = (ψ′θ)µi
とすると、式 (8)における ϕの一意性から ϕ = ψ′θとなる。すると今度は式 (10)
における ψの一意性から ψ′ = ψとなる。
よって、ψ : F+ → G が一意的に存在し、αiはFi

σi→ F+ ψ→ G の composition
で与えられる。

2.1.11

F : U 7→ lim
→

Fi(U)が presheafとなるのは前問 Exercise 1.10による。X が
noetarian spaceのときには、sheafとなることを示す。

(b-3) U = ∪λ∈ΛVλとする。µi, µijを [1], Excercise 2.14における準同型写像と
する。µijをmorphismとすると、Exercise 1.10で示したように、µiもmorphism
となる。

s = µi(U)(si), ∃si ∈ Fi(U)

と書けるので、任意の λに対して

0 = s|Vλ
= (µi(U)(si))|Vλ

= µi(Vλ)(s
i|Vλ

)

より、

µijλ(Vλ)(s
i|Vλ

) = 0

となる jλ(≥ i)が存在する ([1], Exercise 2.15)。
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X は noetarianなので擬コンパクトだから、Λのある有限部分集合 Λ′に対し
て U =

⋃
λ∈Λ′ Vλ とできる ([1], Exercise 6.6(ii))。

j = maxλ∈Λ′ jλ とすると、

µjλj(Vλ)µijλ(Vλ)(s
i|Vλ

) = 0 ⇒ µij(Vλ)(s
i|Vλ

) = 0 ⇒ (µij(U)(si))|Vλ
= 0

となる。Fj の sheaf性から µij(U)(si) = 0が得られ

s = µi(U)(si) = µj(U)µij(U)(si) = 0

が成り立つ。

(b-4) U =
⋃
λ∈Λ Vλ において、

sλ ∈ F (Vλ), sλ|W = sλ′ |W , W = Vλ ∩ Vλ′

とする。このとき、

sλ = µiλ(Vλ)(s
iλ
λ ), siλλ ∈ Fiλ(Vλ)

と書ける。ここで、(b-3)と同様、Λのある有限部分集合Λ′に対してU =
⋃
λ∈Λ′ Vλ

とできる。
i := maxλ∈Λ′ iλ とすると、

sλ = µi(Vλ)µiλi(Vλ)(s
iλ
λ )

なので、siλ := µiλi(Vλ)(s
iλ
λ ) ∈ Fi(Vλ)とおくと、

sλ = µi(Vλ)(s
i
λ)

となる。
さて、ここで、

sjλ|W = sjλ′ |W for sjλ := µij(Vλ)(s
i
λ), s

j
λ′ := µij(Vλ′)(siλ′), ∃j ≥ i (11)

を示す。

sλ|W = sλ′ |W ⇒ µi(Vλ)(s
i
λ)|W = µi(Vλ′)(siλ′)|W

⇒ µi(W )(siλ|W ) = µi(W )(siλ′ |W )
(∗)⇒ µij(W )(siλ|W ) = µij(W )(siλ′ |W ), ∃j ≥ i

⇒ (µij(Vλ)(s
i
λ))|W = (µij(Vλ′)(siλ′))|W ⇒ sjλ|W = sjλ′ |W

ここで式変形 (*)は [1], Exercise 2.15による。Fj の sheaf性から

∃sj ∈ Fj(U), sj |Vλ
= sjλ, ∀λ

が得られ、よって s := µj(U)(sj) ∈ F (U)とおけば

s|Vλ
= (µj(U)(sj))|Vλ

= µj(Vλ)(s
j |Vλ

) = µj(Vλ)(s
j
λ)
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(11)
= µj(Vλ)µij(Vλ)(s

i
λ) = µi(Vλ)(s

i
λ) = sλ, λ ∈ Λ′

が成り立つ。
最後に、δ ∈ Λ− Λ′ に対しても s|Vδ

= sδ となることを示す。
Wλ = Vλ ∩ Vδ とおくと、前提より sλ|Wλ

= sδ|Wλ
が成り立っている。Vδ =

Vδ ∩ (
⋃
λ∈Λ′ Vλ) =

⋃
λ∈Λ′ Wλ は Vδ の coveringとなっており、

(s|Vδ
)|Wλ

= s|Wλ
= (s|Vλ

)|Wλ
= sλ|Wλ

= sδ|Wλ

から、既に示した (b-3)を用いて

s|Vδ
= sδ, δ ∈ Λ− Λ′

を得る。
以上によりF (U) = lim

→
Fi(U)は sheafである。

特に U = X とすれば、

lim
→

Γ(X,Fi) = lim
→

Fi(X) = F (X) = Γ(X,F ) = Γ(X, lim
→

Fi)

が成立する。

2.1.12

Sheafの逆系を (Fi, ϕij)i,j∈I とし、ϕij : Fj → Fi とする。ここで ϕij は
morphismである。

Fiに対する逆極限F = lim
←

Fiおよびmorphism ϕi : F → Fiが存在し、次
の性質を満たすことを示す: sheaf G とmorphism ψi : G → Fiに対し、ψi = ϕiψ
を満たす ψが一意的に存在する。

Fi G
ψioo

∃!ψ~~
F

φi

``BBBBBBB
(12)

Abelian groupの逆系の逆極限は整合的系列で構成でき、universal property
を満たす (例えば [2], 例題 24, p.123)。そこで、閉集合 U ⊆ X に対し、逆極限を
整合的系列で構成し、

(F (U), ϕi(U))i∈I , F (U) = lim
←

Fi(U)

ϕi(U) : F (U) → Fi(U), s = ({si}) 7→ si

ϕi(U) = ϕij(U)ϕj(U)

とすると下図式 (14)は可換であり、

ψi(U) = ϕi(U)∃!ψ(U) (13)

12



が成り立つ。

Fi(U) G (U)
ψi(U)oo

∃!ψ(U){{
F (U)

φi(U)

ddIIIIIIIII
(14)

このとき、F が sheafとなることを示す。
(a) s = ({si}), t = ({ti}) ∈ F (U), ϕij(sj) = si, ϕij(tj) = ti とすると、ϕij

が準同型なので ϕij(sj + tj) = si + ti が成立するからF (U)は abelian groupで
ある。

(b) V ⊆ U とする。lim
←

Fi(V )の universal propertyから次式を満たす一意的
な ρUV が得られる。この式は ϕi がmorphismであることも示している。

∃!ρUV : F (U) → F (V ), ρjUV ϕj(U) = ϕj(V )ρUV (15)

Fi(U)
ρiUV // Fi(V )

F (U)
∃!ρUV //

φj(U)zzuuu
uu
uu
uu

φi(U)
ddIIIIIIIII

F (V )

φi(V )
::uuuuuuuuu

φj(V ) $$I
II

II
II

II

Fj(U)
ρjUV

//

φij(U)

OO

Fj(V )

φij(V )

OO

(b-0) F (∅) = lim
←

Fi(∅) = lim
←

0 = 0

(b-1) ρUV の一意性から ρUU = idF(U) である。

(b-2) 式 (15)を適用すると

ϕi(W )ρVW ρUV = ρiV Wϕi(V )ρUV = ρiV W ρ
i
UV ϕi(U) = ρiUWϕi(U)

となる。ρiUWϕi(U) = ϕi(W )ρUW を満たす ρUW は一意的なので

ρUW = ρVW ρUV

である。

(b-3) U =
⋃
λ Vλ, s = ({si}) ∈ F (U), s|Vλ

= 0とする。このとき、

(ϕi(U)(s))|Vλ
= ϕi(Vλ)(s|Vλ

) = 0

Fi の sheaf性より ϕi(U)(s) = si = 0, ∀i, なので s = 0である。
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(b-4) U =
⋃
λ

Vλ, sλ ∈ F (Vλ), sλ|W = sλ′ |W , W = Vλ ∩ Vλ′ とする。この

とき、任意の iに対し

ϕi(W )(sλ|W ) = ϕi(W )(sλ′ |W ) ⇒ (ϕi(Vλ)(sλ))|W = (ϕi(Vλ′)(sλ′))|W

なので、Fi の sheaf性より

si|Vλ
= ϕi(Vλ)(sλ), ∃si ∈ Fi(U) (16)

が成り立つ。
さらに

si|Vλ
= ϕi(Vλ)(sλ) = ϕij(Vλ)ϕj(Vλ)(sλ) = ϕij(Vλ)(s

j |Vλ
) = (ϕij(U)(sj))|Vλ

が成立するので、やはりFiの sheaf性より si = ϕij(U)(sj)となり、整合的系列
となる。よって

s := ({si}) ∈ lim
←

Fi(U)

である。

ϕi(Vλ)(s|Vλ
) = (ϕi(U)(s))|Vλ

= si|Vλ

(12)
= ϕi(Vλ)(sλ)

なので、s|Vλ
= sλ が成り立つ。

ψがmorphismとなることは、morphism ψiについての restriction mapとの
可換性から得られる:

ρFi

UV ψi(U) = ψi(V )ρG
UV

(13)⇒ ρFi

UV ϕi(U)ψ(U) = ϕi(V )ψ(V )ρG
UV

⇒ ϕi(V )ρF
UV ψ(U) = ϕi(V )ψ(V )ρG

UV ⇒ ρF
UV ψ(U) = ψ(V )ρG

UV

以上によりF = lim
←

Fi は sheafであることが示された。
任意の開集合 U ⊆ X に対する図式 (14)が可換で ψ(U)が一意的なので、図式

(12)も可換で ψは一意的である。従って sheaf F : U 7→ lim
←

Fi(U)も universal

propertyを満たす。

2.1.13

任意の開集合 U ⊆ X と任意の section s ∈ F (U)に対して

s : U →Spé(F )=
⋃
P∈X FP , P 7→ sP

が連続となる最強位相を Spé(F )に導入する。
このとき、{s(U)}s∈F(U),U⊆X は Spé(F )の開基である。

(∵) s(U)が開集合であること: Q ∈ s−1(s(U)) ⇒ s(Q) ∈ s(U) ⇒ sQ = sP , P ∈

14



U より、sP , sQは germとして等しいので、P の近傍はQを含みQ ∈ U となる。
s−1(s(U)) ⊇ U は自明なので

s−1(s(U)) = U (17)

が得られ、s(U)は開集合である。
Spé(F )の開集合は V =

⋃
s s(s

−1(V ))となることを示す。ここで、sは全て
の section、すなわち、各 U ⊆ X に対する ∀s ∈ F (U)をわたる。V ⊇ s(s−1(V ))
より V ⊇

⋃
s s(s

−1(V ))である。一方、 Spé(F )の元は sP の形をしているので、
V の任意の元は ∃P ∈ X, ∃s ∈ F (UP ), ∃UP 3 P に対して sP = s(P ) ∈ V とな
る。よって P ∈ s−1(V ) ⇒ s(P ) = sP ∈ s(s−1(V ))より V ⊆

⋃
s s(s

−1(V ))が得
られる。(∵終)

まずF+(U) 3 α : U →Spé(F )が連続となることを示す。∀P ∈ U に対し、
α(P ) = sP ∈Spé(F )の近傍を V とする。Proposition-definition 1.2の条件 (2)
から、α|UP = s|UP となる開集合 P ∈ UP ⊆ U が存在する。
このとき、既に示したように s(UP )は開集合なので、

P ∈W := s−1(V ∩ s(UP )) ⊆ s−1(s(UP ))
(17)
= UP

であり、α|UP = s|UP から

α(W ) = s(W ) ⊆ s(s−1(V )) ⊆ V

が成り立つ。よって、α(P )近傍 V に対して、P 近傍W が存在し、α(W ) ⊆ V
が成り立つので、αは P で連続である。αは ∀P ∈ U で連続となるので、αは U
で連続である。
次に連続な section β : U →Spé(F ) が F+(U) に属すことを示す。section

なので β(P ) ∈ FP であり (β(P ) = tQ ⇒ πβ(P ) = id(P ) = P, π(tQ) = Q)、
Proposition-definition 1.2の条件 (1)を満たす。

P ∈ U に対し β(P ) = ∃sP ∈ s(V ), P ∈ ∃V ⊆ U で、s(V )は開集合なので、
βの P ∈ U における連続性から β(W ) ⊆ s(V ), P ∈ ∃W となる開集合W が存在
する。
このとき

Q ∈W ⇒ β(Q) ∈ β(W ) ⊆ s(V ) ⇒ β(Q) = s(∃R) = sR ∈ FR, R ∈ V

となる。ここで、Spé(F )の sectionは πβ = idと定義されているので、これを使
えば上式は

Q = πβ(Q) = π(SR) = R⇒ β(Q) = sQ

となって Proposition-definition 1.2の条件 (2)を満たす。

しかし、sectionの定義として実は πβ = idでなく、β(P ) ∈ FP (Proposition-
Definition 1.2の条件 (1))で十分である4。

4密着空間では P 6= Q であっても germ は sP =< UP , s >=< VQ, s >= sQ より等しくなるの
で、π: Spé(F )→ X, sP 7→ P は写像にならない。写像 π が定義できるためには Spé(F )=

∪
P <

p,FP > とし、その意味で disjoint union によって Spé(F )=
⊔

P FP とするならばわからないで
もない。しかしこうすると sの定義がややこしくなる。いずれにしても Spé(F )= {

∪
P FP }として

いる限り無理がある。それよりも Proposition-Definition 1.2 の条件 (1) の方がスッキリする。
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πβ = idを使わず、β(P ) ∈ FP のみ使う証明

β(Q) ∈ FQ ⇒ β(Q) = ∃tQQ

より sR = tQQ が得られる (sは Qに依存しないが、tQ は依存する)。このとき、
sR = tQQ に対応する germから < V R, s >=< V Q, tQ >⇒ s|V ′ = tQ|V ′ , V ′ =

V R ∩ V Q となる。従って、W ∩ V ′ において tQ = sなので、∀Q ∈W ∩ V ′ に対
して β(Q) = tQ(Q) = s(Q) = sQ となり、Proposition-definition 1.2の条件 (2)
を満たす。

2.1.14

s ∈ F (U)に対し、W = U − Supp s = {P ∈ U |sP = 0}が開集合であること
を示す。

∀P ∈W に対し、sP =< VP , s >とかけるので、

< VP , s >= 0 ⇒ s|VP
= 0 ⇒ (s|VP

)Q = sQ = 0,∀Q ∈ VP

より VP ⊆ W であり、P ∈ VP ⊆ W からW は開集合、従って Supp sは閉集合
である。

SuppF が閉集合にならない例に後述 Exercise 1.19(b)の j!F がある。

2.1.15

X 上の sheafをF、U をX の開集合とするとき

F |U (V ) = (i−1U F )(V ) = lim
W⊇iU (V )

F (W ) = F (V ), ∀V ⊆ U

となる。ここで iU : U ↪→ X は inclusionである。Restriction mapは

ρU |VW = ρVW for W ⊆ V

で与えられるが、このときF |U は U 上の sheafとなる。
H : U 7→ Hom(F |U ,G |U )が sheafであることを示す。ここで、Hom(F |U ,G |U )

は sheaf F |U から sheaf G |U への morphism(restriction mapと compatible)の
集合である。

(a) ϕ,ψ ∈ H (U) = Hom(F |U ,G |U ) のとき、ϕ(V ), ψ(V ) : F |U (V ) =
F (V ) → G |U (V ) = G (V )なので、和を

(ϕ(V ) + ψ(V ))(s) = ϕ(V )(s) + ψ(V )(s) :

で定義すれば abelian groupとなる。従って、ϕ+ψが定義できる。また、ϕ,ψは re-
striction mapと compatibleなので、ϕ+ψも同様であり、ϕ+ψ ∈ Hom(F |U ,G |U )
となる。
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(b) W ⊆ V とする。ρH
VW を

ρH
VW : H (V ) → H (W ), ϕV 7→ ϕV |W

で定義する。ここで、ϕV |W ∈ H (W )は ϕV |W (T ) = ϕV (T ), ∀T ⊆W で定義さ
れmorphismである (ϕV がmorphismなので ϕV |W もmorphismとなる)。

(b-0) 開集合 ∅に対しては

H (∅) = Hom(F |∅,G |∅) = Hom(F (∅),G (∅)) = Hom(0, 0) = 0

(b-1) V =W の場合

ρH
V V (ϕ

V ) = ϕV |V = ϕV より ρH
V V = idH (V )

(b-2) T ⊆W ⊆ V の場合

ρH
WT ρ

H
VW (ϕV ) = ρH

WT (ϕ
V |W ) = (ϕV |W )|T = ϕV |T = ρH

V T (ϕ
V )

⇒ ρH
WT ρ

H
VW = ρH

V T

(b-3) U =
⋃
i Ui とし、ϕU ∈ H (U) = Hom(F |U ,G |U ) に対して ϕU |Ui

=
0, ∀iと仮定する。

ϕU = 0 ⇔ ϕU (V ) = 0, ∀V ⊆ U ⇔ ϕU (V )(s) = 0, ∀s ∈ F (V ), ∀V ⊆ U (18)

を用いて ϕU = 0を示す。
∀V ⊆ U に対して、V =

⋃
i Vi, Vi = V ∩Ui, s ∈ F (V )とすると ϕU (V )(s) ∈

G (V )である。

ϕU |Ui
= 0 ⇒ ϕU |Ui

(Vi) = ϕU (Vi) = 0 ⇒ ϕU (Vi)(s|Vi
) = ϕU (V )(s)|Vi

= 0

となるが、G |U が sheafなので、ϕU (V )(s) = 0である。よって式 (18)よりϕU = 0
が得られる。

(b-4) U =
⋃
i Ui とし、

ϕUi ∈ H (Ui), ϕ
Ui |Ui∩Uj

= ϕUj |Ui∩Uj
(19)

と仮定する。
∀V ⊆ U, V =

⋃
i Vi, Vi = V ∩ Ui, sV ∈ F (V )とおくと、ϕUi(Vi)(s

V |Vi
) ∈

G (Vi)となり、

(ϕUi(Vi)(s
V |Vi

))|Vi∩Vj
= ϕUi(Vi ∩ Vj)(sV |Vi∩Vj

)

(19)
= ϕUj (Vi ∩ Vj)(sV |Vi∩Vj

) = (ϕUj (Vj)(s
V |Vj

))|Vi∩Vj

より、G |U の sheaf性から tV |Vi = ϕUi(Vi)(s
V |Vi

)を満たす tV ∈ G (V )が存在す
る。そこで、準同型 ϕ(V )を

ϕ(V ) : F (V ) → G (V ), sV 7→ tV
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と定義する。tV の定義から

(ϕ(V )(sV ))|Vi
= ϕUi(Vi)(s

V |Vi
) (20)

である。
ϕ ∈ H (U)を示すためには restriction mapとの compatibility:

ρG
VWϕ(V ) = ϕ(W )ρF

VW , W ⊆ V (⊆ U)

を証明する必要があるが、それには G |U の sheaf性から

(ρG
VWϕ(V )(sV ))|Wi

= (ϕ(W )ρF
VW (sV ))|Wi

, W =
⋃
i

Wi,Wi =W ∩ Ui

を示せばよい。Wi =W ∩ Ui ⊆ V ∩ Ui = Vi より、

(ρG
VWϕ(V )(sV ))|Wi

= (ϕ(V )(sV ))|Wi
= ((ϕ(V )(sV ))|Vi

)|Wi

(20)
= (ϕUi(Vi)(s

V |Vi
))|Wi

= ϕUi(Wi)(s
V |Wi

)

(ϕ(W )ρVW (sV ))|Wi
= (ϕ(W )(sV |W ))|Wi

(20′)
= ϕUi(Wi)((s

V |W )|Wi
) = ϕUi(Wi)(s

V |Wi
)

ここで、式 (20’)はW に関する式 (20)の意味であり、sW := sV |W である。よっ
て両者は等しい。
式 (20)において、V ⊆ Ui とすると、Vi = V となるので、

ϕ(V )(sV ) = ϕUi(V )(sV ) ⇒ ϕ(V ) = ϕUi(V ) ⇒ ϕ|Ui
= ϕUi

である。

2.1.16

(a) 既約空間では開集合は連結なので、Exercise 1.1 に記述されているように
constant presheafは sheafであり、A (U) = Aとなる。Constant presheafの定
義から restriction mapは identity、すなわち全射である。

(b) Exercise 1.8より

0 → F ′(U)
i(U)→ F (U)

φ(U)→ F”(U), ∀U ⊆ X (21)

は完全なので、ϕ(U)が全射であることを示せばよい。F
φ→ F”が全射なので、

∀s ∈ F”(U)に対し U の covering U =
⋃
i∈I Ui が存在し、

ϕ(Ui)(ti) = s|Ui , ∃ti ∈ F (Ui), ∀i ∈ I

を満たす (Exercise 1.3(a))。このとき、Zornの補題を用いて ϕ(U)(t) = sとなる
t ∈ F (U)が存在することを示す。
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Σ = {(J, tJ)|J ⊆ I, tJ ∈ F (UJ), ϕ(UJ)(tJ) = s|UJ
}, UJ :=

⋃
j∈J

Uj

とすると、({i}, ti) ∈ Σより Σ 6= ∅である。
Σに半順序関係を導入する:

(J, tJ) ≤ (J ′, tJ′)
def⇔ J ⊆ J ′, tJ′ |UJ

= tJ

この関係が半順序をなしていることは明らかである。
T ⊆ Σを全順序部分集合とすると、T には上界が存在する。

(∵) J =
⋃

(J,tJ )∈T J, UJ =
⋃

(J,tJ )∈T UJ とおく。(J, tJ), (J
′, tJ′) ∈ T に対し、

T は全順序部分集合なので、(J, tJ) ≤ (J ′, tJ′)が成立するとしてよい。このとき
J ∩ J ′ = J より UJ ∩ UJ′ = UJ であり、かつ tJ′ |UJ

= tJ である。よって、

tJ′ |UJ∩UJ′ = tJ′ |UJ
= tJ , tJ |UJ∩UJ′ = tJ |UJ

= tJ

が成立し、F は sheafなので

∃tJ ∈ F (UJ), tJ |UJ
= tJ ⇒ (J, tJ) ≥ ∀(J, tJ) ∈ T

となる。
また UJ =

⋃
(J,tJ )∈T UJ において

ϕ(UJ)(tJ)|UJ
= ϕ(UJ)(tJ) = s|UJ

が成り立つので、F”の sheaf性を用いると ϕ(UJ)(tJ) = s|UJ
を得る。従って、

(J, tJ)は Σに属し、T の上界をなす。(∵終)
以上から Zornの補題より極大元 (Jm, tJm) ∈ Σが存在し、ϕ(UJm)(tJm) =

s|UJm を満たす。
ここで Jm 6= I と仮定し、i ∈ I − Jm, V := UJm ∩ Ui とおく5。

ϕ(V )(tJm |V − ti|V ) = (ϕ(UJm)(tJm)−ϕ(Ui)(ti))|V = (s|UJm − s|Ui)|V = 0

⇒ tJm |V −ti|V ∈ kerϕ(V ) = im i(V ) ⇒ i(V )(v) = tJm |V −ti|V , ∃v ∈ F ′(V )

F ′: flasqueより wi|V = v, ∃wi ∈ F ′(Ui)である。t′i = ti + i(Ui)(wi) ∈ F (Ui)
とおくと、

t′i|V = ti|V+i(V )(wi)|V = ti|V+i(V )(wi|V ) = ti|V+i(V )(v) = ti|V+tJm |V−ti|V

= tJm |V
より、貼り合わせにより ∃tL ∈ F (UL), tL|Ui

= t′i, tL|UJm = tJm , L = {i} ∪ Jm
が得られ、

(ϕ(UL)(tL))|UJm = ϕ(UJm)(tUJm ) = s|UJm

ϕ(UL)(tL)|Ui
= ϕ(Ui)(t

′
i) = ϕ(Ui)(ti)+ϕ(Ui)i(Ui)(wi)

(21)
= ϕ(Ui)(ti)+0 = s|Ui

5Sheaf の条件 (b-4) の趣旨から、V 6= ∅ のみ考慮すれば十分である。
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となる。すると

ϕ(UL)(tL) = s|UL
, UJm ⊊ UL ⇒ (UJm , tJm) ⪇ (UL, tL) ∈ Σ

が得られるが、これは (UJm , tJm)の極大性に反する。従って Jm = I であり、

(I, tI) ∈ Σ ⇒ ϕ(UI)(tI) = s|UI
⇒ ϕ(U)(tI) = s, tI ∈ F (U)

より、ϕ(U)は全射となる。

(c) F ′ が flasqueなので ϕ(U) : F (U) → F”(U), ∀U ⊆ X は全射である。ま
た ρUV が全射なので ϕ(V )ρUV = ρ”UV ϕ(U)も全射であり、従って ρ”UV は全射
である。

0 // F ′(U) //

ρ′UV

��

F (U)
φ(U) //

ρUV

��

F”(U) //

ρ”UV

��

0

0 // F ′(V ) // F (V )
φ(V ) // F”(V ) // 0

(d) f∗F の restriction mapは

ρ′UV = ρf−1(U)f−1(V ) : (f∗F )(U) = F (f−1(U)) → (f∗F )(V ) = F (f−1(V ))

で与えられる。F は flasqueなので ρf−1(U)f−1(V ) は全射であり、よって ρ′UV も
全射である。

(e)

G : U 7→ G (U) = {s|s : U →
⋃
P∈U

FP , s(P ) ∈ FP }

の restriction mapは

ρG
UV : G (U) → G (U), s 7→ s|V

で与えられる。ここで s|V は写像 sの定義域 U を V に制限した写像である。
このとき、G は明らかに sheafとなる。

s ∈ G (V ), V ⊆ U に対し t ∈ G (U)を

t(P ) =

{
s(P ) ;P ∈ V

0 ;P ∈ U − V

で定義する。このとき、

ρG
UV (t) = t|V = s

より全射である。よって G は flasque sheafである。

F+(U)の定義からF+(U)
ι
⊆ G (U)であるが、F が sheafなのでϕ : F ≈ F+

であり、よって単射 ιϕ : F ↪→ G が存在する。
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2.1.17

加法群 Aに対し、iP (A)を

iP (A)(U) =

{
A ;P ∈ U

0 ;P 6∈ U

とし、restriction mapを

ρUV : iP (A)(U) → iP (A)(V ), s 7→

{
s ;P ∈ V

0 ;P 6∈ V

と定義する。このとき iP (A)が sheafとなることはほとんど自明であるが、(b-3),
(b-4)のみ示す。

(b-3) U =
⋃
i Vi とし、iP (A)(U) 3 s 6= 0 とする。このとき、P ∈ U より

P ∈ ∃Vi ⇒ s|Vi
= s 6= 0である。

(b-4) U =
⋃
i Vi のとき、si ∈ iP (A)(Vi), si|Vi∩Vj

= sj |Vi∩Vj
とする。si 6= 0

となる si がなければ s = 0 ∈ iP (A)(U)とすればよいので、∃si′ 6= 0とする。
このとき J := {j|P ∈ Vj} 3 i′ ⇒ P ∈ Vi′ ∩ Vj , ∀j ∈ J から

0 6= si′ = si′ |Vi′∩Vj
= sj |Vi′∩Vj

= sj ⇒ sj = si′ = a 6= 0 ∈ A

となり、s = a ∈ iP (A)(U)とすれば、s|Vj
= a = sj , j ∈ J を得る。j 6∈ J の場

合は P 6∈ Vj より sj = 0であり、同様に s|Vj
= 0なので、やはり s|Vj

= sj を得
る。以上により iP (A)は sheafである。

{P}− = (
⋃
P ̸∈U U)c より、VQ を Qの近傍とすると Q ∈ {P}− ⇔ P ∈ ∀VQ

である。よって

(iP (A))Q = lim
Q∈U

iP (A)(U) =

{
A ;Q ∈ {P}−

0 ;Q 6∈ {P}−

となる。

加法群 Aに対する constant sheafを A とし、i : {P}− → X を inclusionと
する。このとき、Y := {P}−の開集合は必ず P を含むので、全ての非空な開集合
V ⊆ Y は連結であり、A (V ) = Aとなる。また P ∈ U ⇒ P ∈ U ∩Y = i−1(U) 6=
∅であり、P 6∈ U ⇒ Y ∩ U = i−1(U) = ∅である。
従って、

i∗(A )(U) = A (i−1(U)) =

{
A ;P ∈ U

0 ;P 6∈ U

より、i∗(A ) = iP (A)である。
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2.1.18

いくつかに分けて証明する。
(1) morphism σ : f−1f∗F → F の存在

連続写像 f : X → Y に対する順極限 lim
V⊇f(U)

f∗F (V )において、V ⊇ f(U)より

f−1(V ) ⊇ f−1f(U) ⊇ U となるので、ρf−1(V )U が定義できる。µUV を順極限への
準同型 ([1], Exercise 2.14における µi に相当)とする。

f∗F (V ) = F (f−1(V ))

µU
V

tthhhh
hhhh

hhhh
hhhh

hhhh ρf−1(V )U

''PP
PPP

PPP
PPP

PPP

⟳

lim
V⊇f(U)

f∗F (V ) = (f−1f∗F )−(U)
∃!σ−(U) //

θ(U) **VVV
VVVV

VVVV
VVVV ⟳

F (U)

(f−1f∗F )(U)

∃!σ(U)

77

(22)

V ⊇W のとき f−1(V ) ⊇ f−1(W )となり、

µVW = ρf−1(V )f−1(W ) : f∗F (V ) = F (f−1(V )) → f∗F (W ) = F (f−1(W ))

より、ρf−1(V )U = ρf−1(W )UµVW が成立する。従って、順極限 lim
V⊇f(U)

f∗F (V )の

U. P. (Universal Property)から

ρf−1(V )U = σ−(U)µUV (23)

を満たす σ−(U)が一意的に存在する。
U ⊇ U ′のとき、(f−1f∗F )−の restriction mapを νUU ′とすると、下図式 (24)

は全て可換になる ((f−1f∗F )− は presheafを表す)。よって

σ−(U ′)νUU ′µUV = σ−(U ′)µU
′

V = ρf−1(V )U ′ = ρUU ′ρf−1(V )U = ρUU ′σ−(U)µUV

となるが、(f−1f∗F )−(U)の元はある V に対して s = µUV (sV )とかけるので、

σ−(U ′)νUU ′(s) = σ−(U ′)νUU ′µUV (sV ) = ρUU ′σ−(U)µUV (sV ) = ρUU ′σ−(U)(s)

より

σ−(U ′)νUU ′ = ρUU ′σ−(U)

なので σ− はmorphismである。

22



lim
V⊇f(U)

f∗F (V ) = (f−1f∗F )−(U)
σ−(U) //

νUU′

��

F (U)

ρUU′

��

f∗F (V ) = F (f−1(V ))

µU′
V

tthhhhh
hhhh

hhhh
hhhh

hhhh ρf−1(V )U′

''PP
PPP

PPP
PPP

PPP

µU
V

jjVVVVVVVVVVVVVVV

ρf−1(V )U

77nnnnnnnnnnnnnn

lim
V⊇f(U ′)

f∗F (V ) = (f−1f∗F )−(U ′)
σ−(U ′) // F (U ′)

(24)

さらに、(f−1f∗F )− を sheaf化すれば、σ− = σθを満たすmorphism

∃!σ : f−1f∗F → F

が一意的に存在する。

(2) morphism δ : G → f∗f
−1G の存在

f∗f
−1G は順極限

(f∗(f
−1G )−)(V ) = (f−1G )−(f−1(V )) = lim

W⊇f(f−1(V ))
G (W )

の sheaf化であるが、V ⊇ f(f−1(V ))なので

µV : G (V ) → lim
W⊇f(f−1(V ))

G (W )

が定義できる ([1], Exercise 2.14)。よって順極限 limV ′⊇ff−1(V ) G (V ′)のU. P. よ
り ∃!ρ−VWµV = µW ρ

G
VW、さらには sheaf化 f∗f

−1G の U.P.より ∃!ρVW θ′(V ) =
θ′(W )ρ−VW となり、下図式 (26)は可換となる。
従って

δ(V ) := θ′(V )µV : G (V ) → f∗f
−1G (V ) (25)

が得られる。δがmorphismになることは下図式 (26)より明らかである。

G (V )
ρG
V W //

µV

��
δ(V )

**

⟳

G (W )

µW

��
δ(W )

tt

(f∗(f
−1G )−)(V ) = lim

V ′⊇ff−1(V )
G (V ′)

∃!ρ−V W//

θ′(V )

��
⟳

(f∗(f
−1G )−)(W ) = lim

V ”⊇ff−1(W )
G (V ”)

θ′(W )

��
(f∗f

−1G )(V )
∃!ρV W // (f∗f

−1G )(W )

(26)
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(3) ϕ : f−1G → F に対する f∗ϕ : f∗f
−1G → f∗F の存在

一般に sheafのmorphism φ : H → F に対して

(f∗φ)(V ) = φ(f−1(V )) : (f∗H )(V ) = H (f−1(V )) → (f∗F )(V ) = F (f−1(V ))

(27)

が定義できる。φがmorphismなので、f∗φもmorphismである。
従ってH = f−1G の場合も

f∗ϕ : f∗f
−1G → f∗F

なるmorphismも定義できる。

(4) ψ : G → f∗F に対する f−1ψ : f−1G → f−1f∗F の存在
一般に、sheafのmorphism φ : G → H に対して

(f−1φ)−(V )µVW = µ′VWφ(W )

をみたす (f−1φ)−(V )が一意的に存在する ([1], Exercise 2.18)。(f−1φ)−がmor-
phismであることは図式 (24)と同様にして示すことができる。

G (W )
ϕ(W ) //

µV
W

��
⟳

H (W )

µ′V
W

��
(f−1G )−(V ) = lim

W⊇f(V )
G (W )

∃!(f−1ϕ)−(V )//

θg

��
⟳

(f−1H )−(V ) = lim
W⊇f(V )

H (W )

θh

��
(f−1G )(V )

∃!(f−1ϕ)(V ) // (f−1H )(V )

(28)

(f−1G )−, (f−1H )− を sheaf化すると、

(f−1φ)(V )θg(V )µVW = θh(V )µ′VWφ(W )

をみたすmorphism f−1φ : f−1G → f−1H が存在する。
よって、ψ : G → f∗F に対する morphism f−1ψ : f−1G → f−1f∗F が存在

する。

(5) 以上定義したmorphismを組み合わせると

G
δ→ f∗f

−1G
f∗φ→ f∗F , f−1G

f−1ψ→ f−1f∗F
σ→ F

より、

α : HomX(f−1G ,F ) → HomY (G , f∗F ), ϕ 7→ f∗ϕδ
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β : HomY (G , f∗F ) → HomX(f−1G ,F ), ψ 7→ σf−1ψ

が得られる。

(6) αβ(ψ) = ψ
下図式 (29)において、写像には ψ(V )あるいは ϕ(U)など (V ), (U)がついて

いるべきであるが、スペースの都合上、省いてある。

G (V )
µU
V //

µ
f−1(V )
V

((PP
PPP

PPP
PPP

P

δ

  A
AA

AA
AA

AA
AA

AA
AA

AA
AA

A

ψ

��

(f−1G )−(U)

θ1
��

(f−1ψ)−

ss

φ−

##

(f∗(f
−1G )−)(V )

ρf
−1G

f−1(V )U

66lllllllllllll

f∗φ
−

~~}}
}}
}}
}}
}}
}}
}}
}}
}}
}}

θ3
��

(f−1G )(U)

φ

��

f−1ψ

((QQ
QQQ

QQQ
QQQ

Q

(f∗f
−1G )(V )

f∗φ

wwnnn
nnn

nnn
nnn

F (U) (f−1f∗F )(U)
σoo

(f∗F )(V )
νU
V

//
ρF
f−1(V )U

33ffffffffffffffffffffffffffffff
(f−1f∗F )−(U)

σ−

OO
θ2

66mmmmmmmmmmmm

(29)

(f−1G )−(U) = lim
V⊇f(U)

G (V )より、V ⊇ f(U), f−1(V ) ⊇ f−1(f(U)) ⊇ U な

ので

(f−1G )−(U) = lim
W⊇f(U)

G (W )

(f∗(f
−1G )−)(V ) = (f−1G )−(f−1(V )) = lim

W⊇f(f−1(V ))
G (W )

を用いると順極限の U. P.より

ρf
−1G
f−1(V )U : (f∗(f

−1G )−)(V ) → (f−1G )−(U), µUW = ρf
−1G
f−1Uµ

f−1(V )
W (30)

となる。
G (W )

µ
f−1(V )
Ww wppp

ppp
ppp

ppp

µU
W %%LL

LLL
LLL

LLL

lim
W⊇f(f−1(V ))

G (W )
∃!ρf

−1G

f−1(V )U

// lim
W⊇f(U)

G (W )

同様に、

ρF
f−1(V )U : (f∗F )(V ) = F (f−1(V )) → F (U)
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となる。
ψから順極限により f−1ψを作成する過程から (図式 (28))

(a) νUV ψ = (f−1ψ)−µUV

(b) θ2(f
−1ψ)− = f−1ψ · θ1

が得られる。
δの定義から

(c) δ
(25)
= θ3µ

f−1(V )
V

が成り立つ。
さらに、σの作り方と (f−1f∗F )−(U)の順極限の U.P.から

(d) ρF
f−1(V )U

(23)
= σ−νUV

(d′) σ− = σθ2

を得る。
ϕ := σf−1ψ, ϕ− := ϕθ1 と定義する。このとき、

ϕ− = ϕθ1 = σf−1ψθ1
(b)
= σθ2(f

−1ψ)−
(d′)
= σ−(f−1ψ)− (31)

となる。これを用いると、

ϕ−µUV
(31)
= σ−(f−1ψ)µUV

(a)
= σ−νUV ψ

(d)
= ρF

f−1(V )Uψ

が得られるが、特に U = f−1(V )とおくと、

ψ(V ) = ϕ−(f−1(V ))µ
f−1(V )
V = (f∗ϕ

−)(V )µ
f−1(V )
V = f∗ϕ(V )θ3(V )·µf

−1(V )
V

(c)
= f∗ϕ(V )δ(V )

となり、

αβ(ψ) = f∗(σf
−1ψ)δ = f∗ϕδ = ψ

が成立する。

(7) βα(ϕ) = ϕ
今度は ϕが出発点となり、f∗ϕ、さらには ϕ− = ϕθ1, f∗ϕ

− = f∗ϕθ3 が作ら
れる。ψは

(e) ψ := f∗ϕ · δ

によって定まり、さらに f−1ψ が定義される。また、ϕ− = ϕθ1 は morphismな
ので

(f) ϕ−(U)ρf
−1G
f−1(V )U = ρF

f−1(V )Uϕ
−(f−1(V ))
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が成り立つ。
βα(ϕ) = σf−1(f∗ϕ · δ) = σf−1ψなので、σf−1ψ = ϕを示せばよいが、その

ためには

σf−1ψθ1µ
U
V = ϕθ1µ

U
V (32)

を言えばよい。なぜなら、これが成り立てば ϕθ1 = σf−1ψθ1 が得られ、θ1 関連
の sheaf化の U.P.から σf−1ψ = ϕとなるからである。

σf−1ψθ1µ
U
V

(b)
= σθ2(f

−1ψ)−µUV
(d′)
= σ−(f−1ψ)−µUV

(a)
= σ−νUV ψ

(d)
= ρF

f−1(V )Uψ

(33)

において、(a)は ψ から (f−1ψ)− を定義した際の、(b)はさらにそれから f−1ψ
を定義した際の可換式なので、今回でも成立する。その他の可換式は ϕ,ψに無関
係なので成立している。
ここで (c)から

(g) f∗ϕ
− · µf

−1(V )
V = f∗ϕ · δ (e)

= ψ

が成り立つので、上式 (33)はさらに

ρF
f−1(V )Uψ(V )

(g)
= ρF

f−1(V )Uf∗ϕ
−(V )µ

f−1(V )
V

= ρF
f−1(V )Uϕ

−(f−1(V ))µ
f−1(V )
V

(f)
= ϕ−(U)ρf

−1G
f−1(V )Uµ

f−1(V )
V

(30)
= ϕ−(U)µUV = ϕ(U)θ1µ

U
V

となる。
以上により式 (32)が示せたので、

βα(ϕ) = ϕ

が成立する。

2.1.19

(a) F を Z 上の sheafとする。このとき、i∗F はX 上の sheafとなる。
P ∈ Z のとき

Z ⊇ UZ : open, P ∈ UZ ⇔ UZ = i−1(U), P ∈ U(⊆ X) : open

より

(i∗F )P = lim
P∈U

F (i−1(U)) = lim
P∈UZ

F (UZ) = FP

である。
P 6∈ Z のときは

P ∈ Zc : open ⇒ P ∈ ∃VP ⊆ Zc ⇒ i−1(V ) = ∅, P ∈ ∀V ⊆ VP
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⇒ (i∗F )(V ) = F (i−1(V )) = F (∅) = 0 ⇒ (i∗F )P = lim
P∈V

(i∗F )(V ) = 0

となる。

(b) F を U 上の sheafとする。Restriction mapを

ρjVW =

{
ρVW ;V ⊆ U

0 ;V 6⊆ U

とすると

(j!F )− : V →

{
F (V ) ;V ⊆ U

0 ;V 6⊆ U

はX 上の presheafとなる。
P ∈ U のとき
sP ∈ (j!F )P = (j!F )−P ⇒ s ∈ (j!F )−(V ), ∃V ⊆ U となるが、U では

(j!F )−(V ) = F (V ), ρj = ρなので、sP ∈ (j!F )P ⇔ sP ∈ FP である。よって、

(j!F )P = FP

である。
P 6∈ U のときは

P ∈ ∀V ⇒ V 6⊆ U ⇒ (j!F )−(V ) = 0 ⇒ lim
P∈V

(j!F )−(V ) = 0

よって、

(j!F )P = 0

である。

X 上の sheaf G が

G |U = F , GP =

{
FP ;P ∈ U

0 ;P 6∈ U

を満たしているとする。このとき、ϕ−(V ) : (j!F )−(V ) → G (V )を

ϕ−(V ) =

{
id ;V ⊆ U

0 ;V 6⊆ U

とすると、ϕ−(V )は restriction mapと compatibleである。よって、sheaf化の
U.P.より

ϕ : j!F → G
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となるmorphismが存在する。GP = (j!F )P なので、Proposition 1.1から G ≈
j!F を得る。

(c) F をX 上の sheafとする。Inclusion

ι : j!(F |U ) → F

は明らかにmorphismである。また、

ϕ(V ) := ρV VZ
: F (V ) → i∗(F |Z)(V ) = (F |Z)(i−1(V )) = F (VZ), s 7→ s|VZ

, VZ = V ∩Z

もmorphismである。
このとき、系列

0 → (j!F |U )P → FP → (i∗F |Z)P → 0 (34)

が完全であることを示す。
P ∈ U のとき、(j!F |U )P = FP , (i∗F |Z)P = 0より系列 (37)は完全である。
P 6∈ U のとき、(j!F |U )P = 0, (i∗F |Z)P = FP よりやはり系列 (37)は完全

である。
従って、いずれの場合も系列 (37)は完全となり、Exercise 1.2(c)から

0 → j!(F |U ) → F → i∗(F |Z) → 0

は完全となる。

2.1.20

(a) F をX 上の sheafとするとき

H 0
Z (F ) : V 7→ ΓZ∩V (V,F |V ) = {s ∈ F (V )|Supp s ⊆ Z}

が sheafとなることを示す。
W ⊆ V, s ∈ ΓZ∩V (V,F |V )とする。

∀P ∈ Supp s|W ⇒ (s|W )P = sP 6= 0 ⇒ P ∈ Supp s ⊆ Z ⇒ Supp s|W ⊆ Z ⇒ s|W ∈ ΓZ∩W (W,F |W )

より restriction mapはF の restriction map ρVW を制限したものにできる。
Sheafの条件 (a), (b-0)～(b-3)は明らかなので (b-4)のみ示す。
(b-4) V =

⋃
i Vi に対し、

si ∈ H 0
Z (F )(Vi) = ΓZ∩Vi

(Vi,F |Vi
) ⇔ Supp si ⊆ Z, si|Vi∩Vj

= sj |Vi∩Vj

とすると、F の sheaf性より s|Vi
= si となる s ∈ F (V )が存在する。

このとき

∀P ∈ Supp s⇒ sP 6= 0, P ∈ V =
⋃
i

Vi ⇒ P ∈ ∃Vi, (si)P = (s|Vi
)P = sP 6= 0
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⇒ P ∈ Supp si ⊆ Z ⇒ Supp s ⊆ Z

より

s ∈ H 0
Z (F )(V ) (⇔ Supp s ⊆ Z)

となり、(b-4)が示された。

(b) U = X − Z、inclusion j : U → X に対する系列

0 → H 0
Z (F )

ι→ F
φ→ j∗(F |U ) (35)

の完全性を示すために、

0 → H 0
Z (F )P

ιP→ FP
φP→ j∗(F |U )P (36)

が完全であることを示す。H 0
Z (F )はF の subsheafなので、ϕ : F → j∗(F |U )

が存在して imιP = kerϕP が成り立つことを言えばよい。

j∗(F |U )(V ) = F |U (j−1(V )) = F |U (V ∩ U) = F (V ∩ U)

より

ϕ(V ) := ρV VU
, VU = V ∩ U (37)

とおける。j∗(F |U )の restriction mapは

ρ′VW = ρVUWU

なので ρ′VWϕ(V ) = ϕ(W )ρVW が成立し、ϕ(V )はmorphismとなる。

(kerϕP ⊇ im iP (= H 0
Z (F )P )の証明)

∀sP ∈ H 0
Z (F )P ⇒ sP =< ∃V, s >, P ∈ V, s ∈ H 0

Z (F )(V ) = ΓZ∩V (V,F |V )

⇒ Supp s ⊆ Z (38)

sp = 0なら当然 ϕP (sP ) = 0である。
sp 6= 0とすると式 (38)より P ∈ Z となる。このとき

ϕP (sP ) = (ϕ(∃W )(s|W ))P = (ρWWU
(s|W ))P = (s|WU

)P

となるが、ここでW ⊆ V としてよい。

∀Q ∈WU ⇒ Q 6∈ Z
(38)⇒ sQ = 0 ⇒ s|V Q = 0,∃V Q

ここでWU =
⋃
Q∈WU

V Q, s|V Q = 0よりF の sheaf性から s|WU
= 0 よって

ϕP (sP ) = (s|WU
)P = 0

が得られる。
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(kerϕP ⊆ im iP の証明)

ϕP (sP ) = 0 ⇒ ϕ(∃V )(s)|P = 0, s ∈ F (V ), P ∈ V

⇒ ϕ(V )(s|V )|∃W = 0, P ∈W ⊆ V ⇒ ϕ(W )(s|W ) = 0
(37)⇒ s|WU

= 0

ここで ∀Q ∈W − Z =WU とすると sQ = (s|WU
)Q = 0となる。従って

∀Q′ ∈ Supp s|W ⇒ 0 6= (s|W )Q′ = sQ′ ⇒ Q′ ∈ Z

よって

Supp s|W ⊆ Z ⇒ s|W ∈ H 0
Z (F )(W ) ⇒ sP = (s|W )|P ∈ H 0

Z (F )P

が得られる。

F : flasque sheafとする。

sP ∈ (j∗F |U )P ⇒ P ∈ ∃V, s ∈ (j∗F |U )(V ) = F (VU )

においてF : flasqueより ∃t ∈ F (V ), ρV VU
(t) = sとなる。従って

ϕ(V )(t) = s⇒ (ϕ(V )(t))P = ϕP (tP ) = sP

が得られ、ϕP は全射となる。

2.1.21

(a) Inclusion i : Y ↪→ X に対して UY = U ∩ Y とすると、

ϕ(U) = ρUUY
: OX(U) → i∗OY (U) = OY (UY ), f 7→ f |UY

とすると、ϕはmorphismであり、

kerϕ(U) = IY (U) (39)

となる。よって、IY は OX の subsheafである。

(b) 系列 Y は閉集合とみなす (IY の前提)。

0 → (IY )P
ιP→ (OX)P

φP→ (i∗OY )P → 0

が完全であることを示す。(a)より ιP は単射で、

(IY )P = (kerϕ)P = kerϕP

が成立する。
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一方、Exercise 1.19(a)から

(i∗OY )P =

{
(OY )P = OY,P ;P ∈ Y

0 ;P 6∈ Y

である。
P ∈ Y のとき、OY,P ≈ OX,P である。なぜなら、f ∈ OY,P は Y における

P 近傍で有理式 f = g/hとかけ、h(P ) 6= 0である。このとき、X においても
h(P ) 6= 0 なので、P の近傍で 0 にならず、そこでも f = g/h とかける。よっ
て germ として f ∈ OX,P である。逆に、f ∈ OX,P とすると P 近傍で有理式
f = g/hとかけ、h(P ) 6= 0である。その時の P 近傍は Y における P 近傍を与え
るので、f ∈ OY,P となる。
以上により制限写像 ϕP は全射となる。P 6∈ Y の場合は (i∗OY )P = 0なので、

当然全射である。
従って、

0 → IY
ι→ OX

φ→ i∗OY → 0

は完全であり、Exercise 1.6(b)から

i∗OY ≈ OX/IY

となる。

(c) X = P1, Y = {P,Q}とする。

i∗OY (U) =


OY (P,Q) ;P,Q ∈ U

OY (P ) ;P ∈ U,Q 6∈ U

OY (Q) ;P 6∈ U,Q ∈ U

0 ;P 6∈ U,Q 6∈ U

F (U) = i∗O{P}(U)⊕ i∗O{Q}(U) =


O{P}(P )⊕O{Q}(Q) ;P,Q ∈ U

O{P}(P ) ;P ∈ U,Q 6∈ U

O{Q}(Q) ;P 6∈ U,Q ∈ U

0 ;P 6∈ U,Q 6∈ U

なので、i∗OY → i∗OP ⊕ i∗OQ はmorphismである。
さらに、R ∈ X に対し、(i∗OY )R, FR は共に

O{P},P = k ;R = P

O{Q},Q = k ;R = Q

0 ;R 6= P,R 6= Q

に等しいので、(i∗OY )R ≈ FR である。よって (b)より

0 → IY → OX → F → 0
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は完全である。
Theorem 3.4(a)より

Γ(X,OX) = O(X) ≈ k ⇒ dimΓ(X,OX) = 1

一方、

dimΓ(X,F ) = dim(i∗O{P}(U)⊕i∗O{Q}(U)) = dimO{P}(P )+dimO{Q}(Q) = dim k+dim k = 2

となるが、すると Γ(X,OX) → Γ(X,F )は全射ではありえない。

(d) X = P1 は既約なのでK (U) = K, U ⊆ X である。
f ∈ O(U)とすると ∀P ∈ U に対し、P ∈ ∃V において f = g/h, h(V ) 63 0で

あるが、すると g/h ∈ K(U)となる。このとき、もし g/h = 0とするとO(U)で
f |V = 0ゆえUにおいても f = 0となる (Remark 3.1.1)。従って、O(U) ↪→ K(U)
から O ↪→ K である (Exercise 1.4(a))。

X = P1はネーター空間である (Exercise 1.2.5(a))。一般に、ネーター空間上
の sheafの (infinite) direct sum F = ⊕iFi は sheafとなることを示す。

(∵) F は sheaf条件 (a), (b-0)～(b-3)を満たしているのは明らかなので、(b-4)
を示す。U =

⋃
λ Uλ に対し、

sλ =
∑
i

siλ ∈ F (Uλ) = ⊕iFi(Uλ)

sλ|Uλ∩Uλ′ = sλ′ |Uλ∩Uλ′ ⇔ siλ|Uλ∩Uλ′ = siλ′ |Uλ∩Uλ′ ,∀i (40)

とする。siλ 6= 0となる iは有限個である。
ネーター空間は擬コンパクトゆえ ([1], Exercise 6.6)、U =

⋃
λ Uλに対し有限

被覆U =
⋃n
j=1 Uλj が存在する。ここでFiが sheafなので ∃si ∈ Fi(U), si|Uλj

=

siλj
である。そこで、s =

∑
i s
i とすると、si 6= 0 ⇔ si∃λj

6= 0となる iは有限個
なので (siλj

6= 0となるケースは有限個)、

s ∈ ⊕iFi(U) = F (U)

であり、

s|Uλj
=

∑
i

si|Uλj
=

∑
i

siλj
= sλj

となる。
λj以外のλに対しても、s|Uλ

= sλとなることをUλの開被覆Uλ =
⋃
j U

j
λ, U

j
λ =

Uλ ∩ Uλj
を用いて示す。

(s|Uλ
)|Uj

λ
=

∑
i

(si|Uλ
)|Uj

λ
=

∑
i

(si|Uj
λ
) =

∑
i

(si|Uλj
)|Uj

λ
=

∑
i

siλj
|Uj

λ

(40)
=

∑
i

siλ|Uj
λ
= sλ|Uj

λ

よって、(b-3)より s|Uλ
= sλ である。(∵終)
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Sheaf B :=
∑
P∈X iP (IP )に対する

ϕ(U) : K (U) = K → B(U) =
∑
P∈U

IP , f 7→
∑
P∈U

f̃P =
∑

P∈{P1,··· ,Pn}

f̃P

において、f̃P は f のK/OP への標準的全射の像であり、{P1, · · · , Pn}は f の極
in U である。極の個数は有限個なので、

∑
P∈{P1,··· ,Pn} f̃P ∈

∑
P∈U iP (IP )であ

る。このとき、ϕは ρB
UV :

∑
P∈U f̃P 7→

∑
P∈V f̃P と compatibleなのでmorphism

である。
以上により次の系列ができる。
0 → O → K →

∑
P∈X

iP (IP ) → 0

これが完全であることは、stalk化した次の系列が完全であることから得られる:

0 → OP → KP = K → (
∑
Q∈X

iQ(IQ))P
∗
= IP = K/OP → 0

ここで最後の等号 (*)はX が T0 空間であることを利用している。

(e) Exercise 1.6, 1.8と (d)から
Γ(X,K ) = K (X) → Γ(X,K /O) = K /O(X)

が全射であることを示せばよい。
f =

∑
P∈X f̃P ∈

∑
P∈X iP (IP )(X) とすると f̃P 6= 0 となる P は有限個で

ある。
標準的全射を ϕP : K → K/OP とおくと、f̃P = ϕP (fP ) ∈ K/OP , ∃fP ∈ K

であるが、fP にはP以外にも極があるので、f ′ :=
∑
P∈X fP としても

∑
Q∈X ϕQ(f

′) =∑
P∈X f̃P とは限らない。
そこで f̃P 6= 0となる P に対し、
gP ∈ OQ, fP − gP ∈ OP , ∀Q 6= P (41)

を満たす gP ∈ K を求める。すると、

g =
∑
P

gP 7→
∑
Q

ϕQ(
∑
P

gP ) =
∑
P

ϕP (gP ) =
∑
P

ϕP (fP ) =
∑
P

f̃P = f

より、全射性が証明できる。
局所的な議論なので、affine A1上で考えてよく、P = 0としてよい。fP の部

分分数分解形を

fP =
∑
i

ai
xi

+ α(x), α(x) ∈ OP , ai ∈ k

とする。ここで、

gP =
∑
i

ai
xi

∈ K

とすれば、これは式 (41)を満たす。
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2.1.22

∀U ⊆ X に対して

F (U) := {(si)i∈I , si ∈ Fi(U ∩ Ui) | ϕij(si|U∩Ui∩Uj
) = sj |U∩Ui∩Uj

}

ρUV := (ρiU∩Ui,V ∩Ui
)i∈I

とする。
s = (si) ∈ F (U)に対して、

s|V = ρUV (s) = (ρiU∩Ui,V ∩Ui
(si))i∈I = (si|V ∩Ui

)i∈I

⇒ ϕij((si|V ∩Ui
)|V ∩Ui∩Uj

) = ϕij(si|V ∩Ui∩Uj
) = (sj |V ∩Ui∩Uj

) = ((sj |V ∩Uj
)|V ∩Ui∩Uj

)

より s|V ∈ F (V )である。
このとき、F は ρUV を restriction mapとして sheaf条件 (a), (b-0)～(b-3)を

満たしているのは明らかである。
(b-4) V =

⋃
λ Vλ に対し、

sλ ∈ F (Vλ), s
λ|Vλ∩Vλ′ = sλ

′
|Vλ∩Vλ′

とする。この式は

(sλi )i∈I ∈ F (Vλ), s
λ
i |Vλ∩Vλ′∩Ui

= sλ
′

i |Vλ∩Vλ′∩Ui
, ∀i ∈ I

と等価である。V ∩ Ui =
⋃
λ(Vλ ∩ Ui)よりFi の sheaf性から

∃si ∈ Fi(V ∩ Ui), si|Vλ∩Ui
= sλi (42)

が得られるが、

s := (si)i∈I ∈ F (V ) (⇔ ϕij(si|V ∩Ui∩Uj ) = sj |V ∩Ui∩Uj )

を示す必要がある。
V ∩ Ui ∩ Uj =

⋃
λ Vλ ∩ Ui ∩ Uj から

ϕij(si|V ∩Ui∩Uj
)|Vλ∩Ui∩Uj

= ϕij(si|Vλ∩Ui∩Uj
)
(42)
= ϕij(s

λ
i |Vλ∩Ui∩Uj

)

(∗∗∗)
= sλj |Vλ∩Ui∩Uj

= sj |Vλ∩Ui∩Uj
= (sj |V ∩Ui∩Uj

)|Vλ∩Ui∩Uj

を得るが、Fj の sheaf性から ϕij(si|V ∩Ui∩Uj ) = sj |V ∩Ui∩Uj が成り立つ。ここ
で、等号 (***)は (sλi )i∈I ∈ F (Vλ)による。
以上によりF は sheafである。

次に ∃ψk : F |Uk
→ Fk を示す。V ⊆ Uk とする。

F |Uk
(V ) = F (V )は direct product

∏
i Fi(V ∩ Ui)の部分集合なので、射影

morphism ψk をF (V )に制限したものを

ψk(V ) : F (V ) → Fk(V ∩ Uk) = Fk(V )
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とする。
一方、

δk(V ) : Fk(V ) → F |Uk
(V ) = F (V ), sk 7→ (ϕki(sk|V ∩Uk∩Ui))i∈I

と定義する。このとき、V ⊆ Uk ⇒ V ∩ Uk = V から

si := ϕki(sk|V ∩Uk∩Ui
) = ϕki(sk|V ∩Ui

)

となるので、

ϕij(si|V ∩Ui∩Uj ) = ϕij((ϕki(sk|V ∩Ui))|V ∩Ui∩Uj )

= ϕkj(sk|V ∩Ui∩Uj ) = ϕkj(sk|V ∩Uj )|V ∩Ui∩Uj = sj |V ∩Ui∩Uj

より、

δk(sk) = (si)i∈I ∈ F (V )

となる。
以上から、まず ψk(V )δk(V ) = idである。また、(si)i∈I ∈ F (V )に対して、

si ∈ Fi(V ∩ Ui)より

δk(V )ψk(V )((si)i∈I) = δk(V )(sk) = (ϕki(sk|V ∩Ui
))i∈I = (si|V ∩Ui

)i∈I = (si)i∈I

となるので δk(V )ψk(V ) = idも成立する。さらに、ψk がmorphismで δk = ψ−1k
なので、δk もmorphismとなることがわかる。
従って ψk は isomorphismである。

V ⊆ Ui ∩ Uj において、s = (sk)k∈I , sk ∈ Fk(V ∩ Uk)に対して ψi(V )(s) =
si ∈ Fi(V ∩ Ui) = Fi(V )より

ϕij(V )ψi(V )(s) = ϕij(V )(si) = ϕij(V )(si|V ∩Ui∩Uj ) = sj |V ∩Ui∩Uj = sj = ψj(s)

従って、

ψj = ϕijψi

が得られる。

< G , σi >が

σi : G |Ui
→ Fi; isomorphism

σj = ϕijσi on Ui ∩ Uj
を満たすとする。このとき、

φi = σ−1i ψi : F |Ui
→ G |Ui

⇒ φi ∈ H om(F ,G )(Ui)
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とすると、Ui ∩ Uj において

φi = σ−1i ψi = σ−1j ϕijψi = σ−1j ψj = φj

より、φi|Ui∩Uj
= ψj |Ui∩Uj

となる。よってH om(F ,G )は sheafなので (Exercise
1.15)

∃φ ∈ H om(F ,G )(X) = H om(F ,G ), φ|Ui
= φi

を得る。φi: isomorphism だから φ−1i から同様に φ′ を作成すれば、sheaf 条件
(b-4)における sectionの一意性から φφ′ = id, φ′φ = idが得られるので

F ≈ G

である。
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