
1 Varieties

1.7 Intersections in Projective Space

1.7.1

(a) Exercise 2.12から S(Y ) = k[y0, · · · , yN ]/a, a = ker θ, θ : yi 7→Miである。
よって、

S(Y )ℓ = k[y0, · · · , yN ]ℓ/aℓ = θ(k[y0, · · · , yN ]ℓ) = k[x0, · · · , xn]dℓ

となる。最後の等式は、d`次斉次多項式はMi, i = 0, · · · , N の多項式で表せるこ
とによる。従って、

ϕ(Y )(`) = dimk k[x0, · · · , xn]dℓ = n+1Hdl =

(
n+ dl

n

)
となるので、

PS(Y )(z) =

(
n+ dz

n

)
= (dz)n/n! + · · ·

の最大次数係数から deg Y = dn が得られる。

(b) Exercise 2.14から S(Y ) = k[{zij}]/a, a = ker θ, θ : zij 7→ xiyj である。

S(Y )ℓ = k[{zij}]ℓ/aℓ = θ(k[{zij}]ℓ) = k[x0, · · · , xr]ℓk[y0, · · · , ys]ℓ

より

ϕ(Y )(`) = dimk k[x0, · · · , xr]ℓk[y0, · · · , ys]ℓ = r+1Hl · s+1Hl =

(
r + l

r

)(
s+ l

r

)
となるので、

PS(Y )(z) =

(
r + z

r

)(
s+ z

r

)
= (zr/r! + · · · )(zs/s! + · · · ) = zr+s/(r!s!) + · · ·

の最大次数係数から deg Y = (r + s)!/(r!s!) =
(
r+s
r

)
が得られる。

1.7.2

(a) Proposition 7.6(c)の証明から PPn(z) =
(
z+n
n

)
なので、

pa(P
n) = (−1)n(PPn(0)− 1) = (−1)n(

(
n

n

)
− 1) = 0

である。
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(c) Proposition 7.6(d)の証明にあるように、PH(z) =
(
z+n
n

)
−
(
z−d+n
n

)
なので、

PH(0) = 1−
(
n−d
n

)
から、

pa(H) = (−1)dimH(−
(
n− d
n

)
) = (−1)n

(
n− d
n

)
=

(
d− 1

n

)
となる。なお、これは d ≤ nのとき 0である。

(b) (c)の結果に n = 2を代入すれば

pa(P
2) = (−1)2

(
d− 1

2

)
= (d− 1)(d− 2)/2

が得られる。

(d) Y は complete intersectionなので、I(Y ) = (f, g)とかける。r = dimY =
1, a = deg f, b = deg g, n = 3であるが、題意から f, gは異なる既約多項式として
よい。このとき

0→ S(−a− b) φ→ S(−a)⊕ S(−b) ψ→ S → S/(f, g)→ 0

ϕ : h 7→ (gh,−fh), ψ : (h1, h2) 7→ (fh1 + gh2)

は完全系列となる。その証明はほとんど自明であるが、Imϕ ⊇ kerψ のみ示す。
(h1, h2) ∈ kerψとすると、fh1 + gh2 = 0⇒ fh1 = −gh2 であるが、f, gは異な
る既約多項式なので、h := h1/g = −h2/f とおける。従って、h1 = gh, h2 = −hf
から ϕ(h) = (gh,−fh) = (h1, h2)が得られる。
上記完全系列から

PY (z)− PPn(z) + (PPn(z − a) + PPn(z − b))− PPn(z − a− b) = 0

が得られるので、

pa(Y ) =

(
3− a
3

)
+

(
3− b
3

)
−

(
3− a− b

3

)
=

1

2
ab(a+ b− 4) + 1

となる。

(e) S(Y )d ⊗k S(Z)d ≈ S(Y × Z)d を示す (Exercise 3.15(b)に対応)。

S(Y )d × S(Z)d → S(Y × Z)d, (f, g) 7→ fg

は well-defineであり双線形写像なので、環準同型写像

ϕ : S(Y )d ⊗ S(Z)d → S(Y × Z)d,
∑
ℓ

f ℓ ⊗ gℓ 7→
∑
ℓ

fℓgℓ

が定義できる ([1], Proposition 2.12)。
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S(Y × Z)dの元は d次斉次多項式 f({zi,j})を用いて f({xiyj}) =
∑
ℓ gℓhℓで

与えられる。ここで、gℓ(x), hℓ(y)は d次斉次多項式である。よって、
∑
ℓ gℓ⊗hℓ 7→

f({xiyj})であり、ϕは全射である。
ϕが単射であることを示す。S(Z)dはk加群なので基底{hℓ}ℓが存在し、S(Y )d⊗

S(Z)d の元は
∑
ℓ gℓ ⊗ hℓ とかける。

一般に

f(x, y) ∈ I(X × Y )d ⇒ f(P, y) ∈ I(Y )d, P ∈ X ⇒ f(P, ỹ) = 0 in S(Y )d

である。
よって、ϕ(

∑
ℓ gℓ ⊗ hℓ) =

∑
ℓ gℓhℓ = 0 とすると、

∑
ℓ gℓhℓ ∈ I(Y × Z) ⇒∑

ℓ gℓ(P )hℓ(ỹ) =
∑
ℓ gℓ(P )h̃ℓ(y) = 0, P ∈ Y である。{hℓ}ℓ は基底なので、

gℓ(P ) = 0 ⇒ gℓ(x) ∈ I(Y ) ⇒ g̃ℓ(x) = 0 となり、
∑
i g̃ℓ(x) ⊗ h̃ℓ(y) = 0 が成

立する。
さて、一般にM,N を k-加群とすると dimkM ⊗k N = dimkM × dimkN が

成り立つ。実際、[1], equation (1), p.28より

(M ⊗N)∗ = Hom(M ⊗N, k) ≈ Hom(M,Hom(N, k)) = Hom(M,N∗)

が成立するので、dimM ⊗N = dimM · dimN である。
従って、

dimS(Y × Z)d = dimS(Y )d ⊗ S(Z)d = dimS(Y )d · dimS(Z)d

となる。
以上により、ϕS(Y×Z)(`) = ϕS(Y )(`) · ϕS(Z)(`)、よって

PY×Z(z) = PY (z) · PZ(z)

が得られる。degPY (z) ·PZ(z) = degPY (z)+degPZ(z) = r+ sなので、pa(Y ×
Z) = (−1)r+s(PY+Z(0) − 1) = (−1)r+s(PY (0)PZ(0) − 1) となる。従って、
PY (0) = (−1)rpa(Y ) + 1などから、

pa(Y × Z) = pa(Y )pa(Z) + (−1)spa(Y ) + (−1)rpa(Z)

が成立する。

1.7.3

P ∈ Y の x0 成分が非零だったとして、P ∈ U0 ≈ A2 とする。P = (0, 0)と
してよい。P が nonsingularなので f の最低次数は 1であり、変数の 1次変換に
より f(x, y) = ay + f2(x, y),deg f2 ≥ 2とおける。

g(x) = f(x, 0) とすると g(x) = xm(x − a1) · · · (x − ar), ai 6= 0, m =
deg g(x) ≥ 2 とかけ、OP,A1 において x − ai は単元なので (g) = (xm) であ
る。このとき LP = Z(y)とすると

(LP ·Y )P = dimkOP,A2/(y, f) = dimkOP,A1/(g) = dimkOP,A1/(xm) = m ≥ 2
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である。
LP 以外の line Lに対しては (L · Y )P = µP (Y ) = 1なので (Exercise 5.4(b)

の証明から)、intersection multiplicityが 2以上となるのは LP のみとなり、それ
が TP (Y )である1。

ϕ : RegY → (P2)∗ ≈ P2, P 7→ LP = TP (Y ) =

(
∂f

∂x0

∣∣∣∣
P

,
∂f

∂x1

∣∣∣∣
P

,
∂f

∂x2

∣∣∣∣
P

)
において、Theorem 5.3より RegY は Y の非空な開集合なので varietyであり、
dimRegY = 1となる。ϕはmorphismである。
一般に X が既約ならば連続写像の像 ψ(X) は既約である。実際、ψ(X) ⊆

C1 ∪ C2 ⇒ X ⊆ ψ−1(C1 ∪ C2) = ψ−1(C1) ∪ ψ−1(C2) ⇒ X ⊆ ψ−1(Ci) ⇒
ψ(X) ⊆ ψψ−1(Ci) ⊆ Ci である。
従って、ϕ(RegY )は既約であり、Y ∗ = ϕ(RegY )は既約閉集合である。

次元に関してはdimY ∗ ≤ 1であって、dimY ∗ = 0となるのはY がhyperplane
のとき、そのときに限ることを示す。

ϕ : RegY → Y ∗は dominant morphismなので、ϕ∗ : K(Y ∗) ↪→ K(RegY )で
あり (Corollary 6.12)、次式が得られる。

dimY ∗ = transdegkK(Y ∗) ≤ transdegkK(RegY ) = dimRegY = 1

dimY ∗ = 0と仮定しよう。Y ∗ は既約閉集合なので ϕ(RegY ) = ∃Q、すなわ
ち ϕは定数写像である。よって RegY 上で(

∂f

∂x0
,
∂f

∂x1
,
∂f

∂x2

)
= Q = (c0, c1, c2) (1)

となるが、RegY = Y なので Y 上でも上式 (1)は成立する。従って

∂f

∂xi
− ci ∈ (f), 0 ≤ i ≤ 2

となるが、これは f が hyperplaneでない限り成立しない。逆に f が hyperplane
なら明らかに dimY ∗ = 0である。

1.7.4

Y の点P = (a0, a1, a2)を通る直線αx0+βx1+γx2 = 0はαa0+βa1+γa2 = 0
を満たすので、(α, β, γ)の集合は P2 で 1次元既約閉集合である。特異点は有限
個なので (Theorem 5.3)、特異点を通る直線の集合 V もやはり (P2)∗で 1次元閉
集合となる。

1これは Exercise 5.10 の Zariski tangent space に等しい ([2], Theorem 4.5)。但し、本問の場
合はこれを容易に証明できる。dimk TP (Y ) = 1より、TP (Y )∗ = (x)v ,m/m2 = aP /(a2P + (f)) =

(x, y)/((x, y)2, y+f2(x, y)) = (̂x)vなので [(x)vはベクトル空間としての生成の意味、aP はTheorem

5.1の証明で定義]、 ̂TP (Y )∗ = (̂x)v となる [hatは完備化]。OP は整域なので ([1], Theorem 11.22

直後のコメント)、OP → ÔP は単射だから ([1], Corollary 10.18)、TP (Y )∗ = m/m2 である。
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前問 7.3より dimY ∗ ≤ 1なので (Y ∗ ∪ V ) ( (P2)∗ である。よって

U := (P2)∗ − (Y ∗ ∪ V ) ⊆ ((P2)∗ − V )− Ỹ

とすると U は非空開集合である。ここで、Ỹ は RegY の像、すなわち tangent
lineの集合である。

(P2)∗ − V に含まれる直線は Y と必ず交叉する (Exercise 3.7(a))。L ∈ U と
し、∀P ∈ Y ∩ L 6= ∅とする。Lは V に含まれないことから Y の特異点を通ら
ず非特異点を通るので、P は非特異点である。

L 6∈ Ỹ より、Lは tangent line TP (Y )ではない。このとき、Exercise 5.4(b)
の証明から分かるように (L · Y )P = µP (Y )である。P ∈ Y が非特異点なので
µP (Y ) = 1から、(L · Y )P = 1となる。

Exercise 5.4(c)より

d = (L · Y ) =
∑

P∈Y ∩L
µP (Y ) =

∑
P∈Y ∩L

1 = |Y ∩ L|

が成立する。

1.7.5

(a) Y = Z(f̃)とする。projective varietyでのmultiplicityは P ∈ Yi = Y ∩ Ui
とした affine上の multiplicity µP (Y )で与えられる。この multiplicityは iに依
存しない (Exercise 5.3解答補足)。よって、Y を affineとし f(x, y) = f̃(x, y, 1)
とおく。

P = (0, 0) ∈ Y とする。Y = Z(f)としたとき、deg f = dである。もし、d
次斉次多項式 f̃(x, y, z)において、z = 1として次数が dより低くなったとする
と f̃ は z で割り切れるので既約でなくなる。よって µP (Y ) ≤ dであるが、ここ
で µP (Y ) = dとすると f(x, y)は d次斉次多項式となる。kは代数的閉体なので、
d > 1とすると

f(x, y) = c(a1x− b1y) · · · (adx− bdy)

と因数分解できる。すると f̃ も可約となるが、これは f̃ が既約ということに反す
る。よって、µP (Y ) 6= dより µP (Y ) < dである。

(b) P の z 成分が非零とし、Yz = Y ∩ Uz で考える。このとき、z = 1 とし
た f(x, y) は既約である。µP (Y ) = d − 1 とする。deg f = d > 1 なので f =
fd−1 + fd, deg fi = i の形をしている。Y ⊆ Z(x) とすると dimY = 1 より
Y = Z(x)⇒ f = xとなるが、これは deg f > 1に反する。

Y 6⊆ Z(x)とする。R = Z(fd−1(1, t)) ∪ Z(fd(1, t))は有限集合であり、A1 −
R, Y − Z(x)は共に非空開集合なので既約となる。

ϕ : Y − Z(x) 3 (x, y) 7→ t = y/x ∈ A1 とすると、t = y/x 6∈ Rである。も
し t ∈ Rと仮定する。(x, y) ∈ Y から f(1, t) = fd−1(1, t) + xfd(1, t) = 0が成
立するが、x 6= 0と t ∈ Rから fd−1(1, t) = 0, fd(1, t) = 0が得られる。従って、
fd(1, t), fd−1(1, t)は共通根を持つ。それを aとすると fd−1, fd が y − axを共通
因数に持つことになるので、f(x, y)の既約性に反する。
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従って、
ϕ : Y − Z(x)→ A1 −R, (x, y) 7→ t = y/x

はmorphismである。
一方、ψ : A1 −R 3 t 7→ (x, y) = (−fd−1(1, t)/fd(1, t), tx)とすると t 6∈ Rよ

り、fd(1, t) 6= 0, fd−1(1, t) 6= 0なので ψ(t) 6∈ Z(x)である。従って、

ψ : A1 −R→ Y − Z(x), t 7→ (x, y) = (−fd−1(1, t)/fd(1, t), tx)

はmorphismとなる。
ϕψ = idA1−R, ψϕ = idY−Z(x) が成立するので、

Y ⊇ Y − Z(x) ≈ A1 −R ⊆ A1 ⊆ P1

より Y は rational curveである。

1.7.6

Algebraic set Y ⊆ Pn の既約成分分解を Y = Y1 ∪ · · ·Ys とする。

dimY1 = · · · = dimYs,deg Y = 1⇔ Y = Z(∃f1, · · · ,∃ft)

を示す。なお、linear varietyは既約であり (Exercise 2.11の証明)、従って実際は
s = 1である。

最初に、Hyperplaneの集合 (Pn)H とその係数の組みの対応を調べておく。

ρ : (Pn)H → Pn : H = Z(f) 7→ (a0, · · · , an), f(x) =
∑

0≤i≤n

aixi

は明らかに全単射である。
kn+1 をベクトル空間とみなして、ϕ : kn+1 → Pn = kn+1/ ∼を標準的全射

とする。P ∈ Pnに対し、P ′ ∈ ϕ−1(P )とすると、P ′ · a = 0は P ′を ϕ−1(P )の
どの元としても成立するので (a · bは内積)、P ·a = 0と記す。他に、P ′

0, · · · , P ′
s

で張られる空間 < P ′
0, · · · , P ′

s >、dimk < P ′
0, · · · , P ′

s >なども P ′
i のとり方によ

らないので P ′ の代わりに P を用いる。
ベクトル空間において A =< P0, · · · , Ps > に対して A∗ := {x|x · P0 =

0, · · · ,x · Ps = 0}とすると、dimk A
∗ = n+ 1− dimk Aであり ([3], 第 2章定理

[5.5])、A ⊆ B ⇒ A∗ ⊇ B∗, (A∗)∗ = Aである。
P ∈ H ⇔ f(P ) = ρ(H) · P = 0なので、H = ϕ(ρ(H)∗)である。
P0, · · · , Ps が線形独立なとき、< P0, · · · , Ps >∗=< b1, · · · , bn−s >と基底で

表し、bi = ρ(Hi)とすると、H1 ∩ · · · ∩Hn−s = ϕ(< ρ(H1), · · · , ρ(Hn−s) >
∗) =

ϕ(< b1, · · · , bn−s >∗) = ϕ((< P0, · · · , Ps >∗)∗) = ϕ(< P0, · · · , Ps >)が得られ
る。[P0, · · · , Ps] = ϕ(< P0, · · · , Ps >)とおくと、

[P0, · · · , Ps] = ∃H1 ∩ · · · ∩ ∃Hn−s, dim[P0, · · · , Ps] = s (2)
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となり、[P0, · · · , Ps] は linear variety である。なお、これは次のように拡張で
きる。
線形部分空間 V に対し [V ] = ϕ(V )は linear varietyであり

[V ] = ∃H1 ∩ · · · ∩ ∃Hn−dimk V+1, dim[V ] = dimk V − 1

P ∈ [P0, · · · , Ps]⇔ P ′ ∈< P0, · · · , Ps >⇔ P は P0, · · · , Ps に線形従属。
P0, · · · , Ps: 線形独立 ⇔ dim(H1 ∩ · · · ∩ Hn−s) = s が成り立つ。なぜな

ら b1, · · · , bn−s の線形独立性は Hj = Z(fj) として (f1, · · · , fi−1) 63 fi, i =
2, · · · , n− sを意味し、さらにはH1 ∩ · · · ∩Hi−1 6⊇ Hi, i = 2, · · · , n− sを意味
するからである。

(⇐)
Y = Z(f1, · · · , ft) で各 fi は斉次 1 次多項式とする。linear variety は既約

なので s = 1 であり、Y は pure dimension r を持つといえる。deg Y = 1 を
t に関する帰納法で示す。t = 1 のとき Y = Z(f1) で f1 は斉次 1 次式なので、
deg Y = 1である。t−1まで成立すると仮定する。Yt−1 = Z(f1, · · · , ft−1)とおく
と、Y = Yt−1∩Z(ft) :既約である (linear varietyは既約)。もしYt−1 ⊆ Z(ft)とす
るとY = Yt−1なので、帰納法の仮定からY は linear varietyである。Yt−1 6⊆ Z(ft)
とすると、やはり帰納法の仮定から deg Yt−1 = 1で、Theorem 7.7から

i(Yt−1, Z(ft) : Y ) deg Y = deg Yt−1 · degZ(ft) = 1 · 1 = 1

より、deg Y = 1となる。

(⇒)
Y には次の性質がある。

Y 3 P0, · · · , Ps ⇔ Y ⊇ [P0, · · · , Ps] (3)

これを証明するには、線形独立な P0, · · · , Ps に対して次を証明すればよい。

Y ⊇ P0, · · · , Ps ⇒ s ≤ r, Y ⊇ [P0, · · · , Ps]

rに関する数学的帰納法で示す。
r = 0 のとき。Y は既約なので、s = 0, Y = {P0} である。式 (2) より

dim[P0] = 0なので [P0] = P0 ∈ Y である。
r ≥ 1 のとき。既に示したように [P0, · · · , Ps] = H1 ∩ · · · ∩ Hn−s となる

hyperplane Hi が存在する。この際、P0, · · · , Ps を含む任意の hyperplane H に
対して、H1 = H とできるので (b0は 0以外自由に選べる)、P0, · · · , Psを含む任
意の hyperplaneは [P0, · · · , Ps]を含むことがわかる。

s > r と仮定する。もし Y 6⊆ [P0, · · · , Pr] = H1 ∩ · · · ∩ Hn−r とすると、
Y 6⊆ ∃Hi である。H := Hi として、P0, · · · , Ps ∈ Y ∩ H の既約成分分解を
Y ∩H = ∪jZj とする。Theorem 7.7から得られる∑

j

i(Y ∩H,Zj) degZj = deg Y · degH = 1
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によって、Y ∩H = Z1: 既約、degZ1 = 1を得る。Z 3 P0, · · · , PrでdimZ1 = r−1
なので、帰納法の仮定から r ≤ r − 1となるが、これはあり得ない。
よって、Y ⊆ [P0, · · · , Pr] = H1 ∩ · · · ∩ Hn−r であるが、次元の比較から

(Exercise 1.10(d))、Y = [P0, · · · , Pr]となる。このとき、Y にPr+1 6∈ [P0, · · · , Pr]
を追加できない。
従って、s ≤ rである。Y 6⊆ [P0, · · · , Ps] = H1∩· · ·∩Hn−sとすると、前と同様

にTheorem 7.7を適用して、Z = Y ∩H 3 P0, · · · , Ps, degZ = 1,dimZ = r− 1
を得るが、帰納法の仮定から s ≤ r − 1, Y ⊇ Z ⊇ [P0, · · · , Ps]が成り立つ。

Y ⊆ [P0, · · · , Ps]とすると、次元の比較から s = r, Y = [P0, · · · , Ps]となる。
以上により性質 (3)が示された。

Y 3 ∃P0 に対し、性質 (3)から Y ) [P0]である。Y ) [P0] ⇒ Y − [P0] 3
∃P1 ⇒ Y ) [P0, P1]で、P1 6∈ [P0]より P0, P1 は線形独立である。以下同様にす
ると、Y − [P0, · · · , Pr−1] 3 ∃Pr ⇒ Y ⊇ [P0, · · · , Pr]が得られるが、次元の比較
から Y = [P0, · · · , Pr]となる。[P0, · · · , Pr] = H1 ∩ · · · ∩Hn−r より Y は linear
varietyである。

1.7.7

(a) 次数は閉集合に対してしか定義されていないが (p. 52における次数の定義参
照)、閉集合でない場合にはその閉包で定義するとみられる。これは affine variety
Y の次数が、Y ⊆ Ui ⊆ Pn として、deg Y = deg Y で定義される ([5], 定義 8.8
の後の定義)こととも適合している。
次元は閉包化しても不変なので、閉包化した varietyを Y として今後議論を

進める。
P = (1, 0, · · · , 0)とおき、I(Y ) = (f1, · · · , fs)とする。I(Y )は prime idealで

ある。∀Q ∈ Y を Q = (q0, · · · , qn)とおく。このとき、line(P,Q) = {P + (Q −
P )λ|λ ∈ k}なので、

Q = P + (x− P )λ = (1− λ+ λx0, λx1, · · · , λxn), ρ ∈ k − 0

を fi(Q) = 0, 1 ≤ i ≤ nに代入すると

fi(x0 + t, x1, · · · , xn) = 0, 1 ≤ i ≤ s (4)

となる。ここで、tが変わると line(P,Q)上を点 xが移動する。すなわち、上式
(4) を満たすような t ∈ k が存在する x の集合 X− の closure が題意の X であ
る。従って、tを新たな変数として gi(t, x0, · · · , xn) := fi(x0 + t, x1, · · · , xn)と
し、X̃ = Z(g1, · · · , gs)とすると X− = Prx(X̃)である。ここで Prx : X̃ → X−

は射影、gi は斉次多項式である。

I(X̃) = (g1, · · · , gs) = (f1(x0 + t, x1, · · · , xn), · · · , fs(x0 + t, x1, · · · , xn))

は次の二つの性質を持っている。

1. I(X̃): prime ideal. 一般に環 Rとその ideal aに対し R[x]/ae ≈ (R/a)[x]
が成り立つ。よって
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k[t, x0, x1, · · · , xn]/I(X̃) = k[t, x0, x1, · · · , xn]/(g1, · · · , gs)
= k[t, y − t, x1, · · · , xn]/(f1(y, x1, · · · , xn), · · · , fs(y, x1, · · · , xn))
= k[y, x1, · · · , xn][t]/(f1(y, x1, · · · , xn), · · · , fs(y, x1, · · · , xn))
= (k[y, x1, · · · , xn]/(f1(y, x1, · · · , xn), · · · , fs(y, x1, · · · , xn)))[t]
≈ (k[x0, · · · , xn]/I(Y ))[t]
であり、k[x0, · · · , xn]/I(Y )は整域なので (k[x0, · · · , xn]/I(Y ))[t]も整域と
なり ([4], 3章補題 I)、よって I(X̃)は prime idealである。

2. height(I(X̃)) ≥ height(I(Y )). height(I(Y ))を与える prime idealの系列が
あったとする。その系列の中の一つの prime idealを pとすると、それに対
応して x0 ← x0 + tで得られる ideal p̃は、いま 1.で示したように prime
idealだから、height(I(X̃)) ≥ height(I(Y ))となる。

Exercise 7.3の証明で示したように、一般に Y が既約ならば連続写像 ϕの像
は既約である。従って、X− = Prx(X̃)は既約であり、X = X−は既約閉集合で
ある。但し、今は Y を閉集合としているので X̃ は閉集合、morphismは閉写像
なので ([6], Corollary 4.5)、X− は既に閉集合である。

S̃ = k[t, x0, · · · , xn]とすると
　　 dim X̃ = dim S̃(X̃)− 1 = dim S̃/I(X̃)− 1 = dim S̃ − height(I(X̃))− 1
　　 ≤ dimS + 1− height(I(Y ))− 1 = dimS(Y ) = dimY + 1 = r + 1
である。
次に r ≤ dimX ≤ dim X̃ を示す。
まず、V ( W ⊆ X ⇒ Pr−1

x (V ) ( Pr−1
x (W ) ⇒ dim X̃ ≥ dimX である。一

方、X ⊇ Y より dimX ≥ dimY = rなので、r ≤ dimX ≤ r + 1が得られる。
ここまでは、P が Y の元か否かにかかわらず成立する。
P が nonsingular point の場合には dimX = r とはならないことを示す。

dimX = r とすると、X ⊇ Y なので Exercise 1.10(d) より X = Y となる。
ここで、Y を nonsingular point P を含む Y ∩U0として、affineで考える。P = 0
とおいてよい。

Q ∈ Y に対し、P,Qを通る直線は line(P,Q) = {uQ|u ∈ k}で与えられるの
で uQ ∈ X である。X = Y より f ∈ I(Y )に対し f(uQ) = 0,∀u ∈ k であり、
α = uQのとき df(uQ)

du = 0となる。両辺に uをかけると

u
df(uQ)

du
(P ) = u

∑
i

∂f

∂xi
(P )qi =

∑
i

∂f

∂xi
(P )αi = 0 (5)

を得る。一方、affineでは

TP (Y ) = Z(f11 , · · · , f1s ), f1i =
∑
i

∂fj
∂xi

(P )(xi − pi)

で与えられる ([2], Theorem 4.5)。P = 0なので、上式 (5)は α ∈ TP (Y )を示し
ており、line(P,Q) ∈ TP (Y )、さらにはX− = Y ⊆ TP (Y )となる。

PはnonsingularなのでdimTP (Y ) = dimY であり (Exercise 5.10(a))、TP (Y )
は linear varietyで既約なので、Exercise 1.10(d)より TP (Y ) = Y が得られる。
Exercise 7.6より deg TP (Y ) = 1となるが、これは deg Y = d > 1に反する。
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(b) 一般に、variety Y に対して、幾つかの hyperplaneによってY ∩H1∩· · ·∩Ht

が deg Y 個の異なる点からなるようにできるはずである (p. 48の前半の記述)。こ
のとき、Theorem 7.7を適用するときに出てくる多重度 i(Y,H;Zj)は全て 1とな
る。また、dimY ≥ 1なら Y 6⊆ ∃Hiである。そうでないと、Y ⊆ H1∩· · ·∩Ht ⇒
Y ∩H1 ∩ · · · ∩Ht = Y より次元 0とならない。

Variety Y 6⊆ H に対し、Y ∩ H の既約成分を Yj とする。Theorem 7.6 と
Theorem 7.7を用いると

deg Y ∩H =
∑
j

deg Yj ≤
∑
j

i(Y,H;Yj) deg Yj = deg Y (6)

を得る。多重度が全て 1の場合は

deg Y ∩H = deg Y (7)

となる。

さて、改めて X ∩ H1 ∩ · · · ∩ Hs が degX 個の点からなるとする。ここで
P = (1, 0, · · · , 0) ∈ Hi, X 6⊆ Hi となるHi が存在することを示す。

Exercise 7.6で用いた記法を用いる:

ρ : (Pn)H → Pn : H = Z(f) 7→ (a0, · · · , an), f(x) =
∑

0≤i≤n

aixi

線形空間として < ρ(H1), · · · , ρ(Hs) >を不変なままHi を変更してゆく。
全ての 1 ≤ i ≤ sに対して、x0成分 ρ(Hi)|0 = 0 (⇔ P ∈ Hi)ならば、X 6⊆ Hi

となるHi を取ればよい。
そこで、ρ(∃Hi)|0 6= 0とする。ガウスの消去法を用いると、ρ(H1)|0 = 1, ρ(H2)|0 =

0, · · · , ρ(Hs)|0 = 0とできる。このとき、P 6∈ H1, P ∈ Hi, 2 ≤ i ≤ sとなるが、
X 6⊆ Hi となるHi があれば終了である。もし、X ⊆ Hi, 2 ≤ i ≤ sとすると、

X ⊆ H2 ∩ · · · ∩Hs ⇒ X ∩H1 ⊆ H1 ∩ · · · ∩Hs ⇒ X ∩H1 ⊆ X ∩H1 ∩ · · · ∩Hs

が得られるが、X 6⊆ H1 より、

r = dimX ∩H1 ≤ dimX ∩H1 ∩ · · · ∩Hs = 0⇒ r = 0

ところが、dimY = r = 0とすると、Y = {P}より d = deg Y = 1となり、d > 1
に反する。従って、P ∈ Hi, X 6⊆ Hi となる Hi が存在する。H := Hi 3 P と
する。
このとき Y 6⊆ H も成り立つ。なぜなら、Y ⊆ H とすると ∀Q ∈ X に対し

Q ∈ line(P,Q′)となる Q′ ∈ Y ⊆ H が存在し、Q ∈ line(P,Q′) ⊆ H ⇒ X ⊆ H
となってしまうからである。

Y ∩H の既約成分を Y1, · · · , Ys とし、P ∈ Y1 とする。
dimY ≥ 2のとき、X ∩H の既約成分はCP (Y1), · · · , CP (Ys)となることを示

す。ここで CP (Y )は (a)において Y に対して求めた X を表す。(a)で述べたよ
うに、P が Yj に属すか否かにかかわらず、CP (Yj)は既約閉集合である。
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CP (Yj)は既約成分であることを示す。もし、CP (Yj) ⊆ V ⊆ CP (Y )となる既約
集合V があったとする。P からY への projection morphism ϕ : CP (Y ) ↠ Y によ
って既約は既約に写されるので (Exercise 7.3解答参照)、ϕ(V )も既約である。Yjは
既約成分ゆえ、ϕ(V ) = Y or Yjであるが、ϕ−1(Yj) = CP (Yj), ϕ

−1(Y ) = CP (Y )
なので V = CP (Y ) or CP (Yj)となる。
よって後はX ∩H = CP (Y1)∪ · · · ∪CP (Ys)を示せばよい。Y ⊇ Yj よりX =

CP (Y ) ⊇ CP (Yj)であり、Yj ⊆ H 3 P よりCP (Yj) ⊆ HなのでCP (Yj) ⊆ X∩H
である。また、Q ∈ X ∩ H とすると Q ∈ line(P,Q′) = line(P,Q) ⊆ H, ∃Q′ ∈
Y ∩H より Q′ ∈ ∃Yj なので Q ∈ line(P,Q′) ⊆ CP (Yj)である。
従って、X ∩Hの既約成分はCP (Y1), · · · , CP (Ys)であり、かつ、Proposition

7.2(の証明)から、

X ∩H = CP (Y1) ∪ · · · ∪ CP (Ys), dimCP (Yj) = dimX − 1 = r

である。

命題を証明するにあたり、まず、d > 1という条件を外した場合はdegCP (Y ) ≤
deg Y となることを示す。

r = 1とする。このとき、d = 1なら Exercise 7.6から Y は linear varietyと
なるので CP (Y ) = Y より degCP (Y ) = deg Y となって成立する。d > 1なら
Y ∩ H = {P = P1, P2, · · · , Ps}, s ≤ dであるが、CP (Yj) = line(P, Pj), j ≥
2, CP (P1) = ∅より

degX = degX∩H = deg
⋃
j≥2

CP (Yj) =
∑
j≥2

deg line(P, Pj) = s−1 < deg Y (8)

となって成立する (d > 1の場合は等号なしの不等号で成立)。ここで多重度が 1
であることを用いた。

r > 1では dimYj = r − 1より帰納法の仮定から degCP (Yj) ≤ deg(Yj)なの
で、X = CP (Y )に対し

degX = degX∩H = deg
⋃
j≥1

CP (Yj) =
∑
j≥1

degCP (Yj) ≤
∑
j≥1

deg Yj = deg Y ∩H ≤ deg Y

(9)

が得られる。

さて、d > 1のとき、degX < dを r = dimY に関する帰納法で証明する。
r = 1のときは既に式 (8)で示したとおりである。
r > 1のときは式 (9)から

degX =
∑
j≥1

degCP (Yj)
(1)

≤
∑
j≥1

deg Yj ≤ deg Y (10)

が成立する。ここで、Y1 3 P については deg Y1 = 1とはならない。実際、もし
deg Y1 = 1とすると、Exercise 7.6から Y1は linear varietyとなるのでCP (Y1) =
Y1 となる。これは (a)の dimCP (Y1) = dimY1 + 1に反する。
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dimYj = r−1, deg Yj > 1なので、帰納法の仮定が使えてdegCP (Y1) < deg Y1

である。よって、式 (10)において、不等号
(1)

≤ には等号は含まれず

degX < deg Y = d

が得られる。

1.7.8

Y を既約で次元 r, 次数 2とする。Theorem 5.3より nonsingular point P ∈ Y
が存在する。Exercise 7.7 より次元 r + 1、次数 1 の variety X が存在するが、
Exercise 7.6よりそれは linear varietyでX = H1 ∩ · · · ∩Hn−r−1とかける。よっ
てX ≈ L := Pr+1 であり、Y ⊆ X = Pr+1 としてよい。

Pr+1 において dimY = r より Y = Z(f) となる hypersurface が存在する
(Exercise 2.8)。従って、quadratic hypersurfaceは 1次元多い linear spaceに埋
め込まれていることになる。

References

[1] M. F. Atiyah and I. G. MacDonald: Introduction to Commutative Algebra,
Addison-Wesley, 1963

[2] A. Knutsen: Additional Notes in Algebraic Geometry I,
https://folk.uib.no/st00895/MAT229-V16/AGNotesI-2016.pdf

[3] 齋藤正彦: 線型代数入門, 東京大学出版会, 1966

[4] 松坂和夫: 代数系入門, 岩波書店, 1976
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