
1 Varieties

1.6 Nonsingulara Curves

1.6.1

(a) K = K(Y )とする。Y はどの curveでも nonsingular quasi-projective curve
とみなせるので、Proposition 6.7より abstract nonsingular curve、すなわちCK

の開集合 U に同型である: Y ≈ U ⊆ CK

Theorem 6.9よりCKはKを funtion fieldとするnonsingular projective curve
と同型である。Theorem 3.4(c)からK(P1) = k[x0, x1]((0)) = k(x) ≈ K なので、
Theorem 6.12 (iii)→(i)より CK ≈ P1である。従って、Y ≈ U ⊆ CK ≈ P1とな
るが、Y の条件から Y ≈ U ⊊ P1 である。よって ∅ 6= P1 − U は閉集合となる。
P1 の閉集合は有限個の点からなるのでその 1点を Qとし、必要なら平行移動し
て Qの x0 成分を 0にすると、Z(x0) = {Q}となる。
従ってA1 ≈ P1 − Z(x0) = P1 − {Q} ⊇ U ≈ Y である。
(注) Y と P1 は birational なので、Theorem 6.12 (ii)→(iii) より K(P1) ≈

K(Y )である。このとき、Theorem 6.12 (iii)→(i)から得られるのはK = K(Y )
に対する CK(に同型な nonsingular projective curve)であって、Y ではない (Y
は nonsingular projective curveではない)。今の場合、それがP1 ≈ Y であった。

(b)

Y ≈ U ≈ A1 − {a1, · · · , an} ≈ Z((x− a1) · · · (x− an)y − 1) ⊆ A2

において、(x− a1) · · · (x− an)y − 1は既約多項式なので、Y は既約閉、すなわ
ち affine varietyである。

(c) 一般に、AがネーターUFDなら S−1AもUFDである (SはAの積閉集合)。
(証明) S−1Aの高さ 1の prime idealを pとすると、Aにおいて q ∩ S = ∅とな
る prime ideal qが存在して p = S−1qとかける ([1], Proposition 3.11(iv))。Aは
UFDで、heightq = heightS−1q = heightp = 1なので、Proposition 1.12Aより
qは単項 idealであり、q = (α), ∃α ∈ Aである。すると

p = S−1q = S−1(α) = (α/1)

から pは単項 idealであり、再び Proposition 1.12Aより S−1Aは UFDとなる。
(証明終)

S = {(x− a1)
i1 · · · (x− an)

in |0 ≤ i1, · · · , in}は k[x]の積閉集合である。

A(Y ) = k[x, y]/((x− a1) · · · (x− an)y − 1)

≈ k[x, ((x− a1) · · · (x− an))
−1]

≈ k[x, (x− a1)
−1, · · · , (x− an)

−1]

≈ S−1k[x]

従って、A(Y ) = S−1k[x]は UFDである。
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1.6.2

(a) A(Y ) : rational ⇔ K(Y ) ≈ K(P1) = k[x0, x1]((0)) ≈ k(x)であり、k(x)は
kの純非分離拡大である (純非分離拡大K/kとは、k上代数的に独立な元の集合
Sに対しK = k(S)となることをいう)。

Y が nonsingularであること、f = y2 − x3 − xが既約であることは、f を斉
次化して Exercise 5.9を用いれば明らかである。従って Aは整域である。

Y が nonsingularなので OP = A(Y )mP
,∀P ∈ Y は regular local domainで

あり、dimOP = dimY = 1より OP = A(Y )mP
は整閉である (Theorem 6.2A)。

A(Y )の任意の極大 ideal mP に対して A(Y )mP
が整閉なので、A(Y )は整閉であ

る ([1], Proposition 5.13)。

(b) 変数 x, yの A(Y )への像も x, yと記す。
A(Y ) ⊆ FracA(Y ) = K(Y ) = K において、trans.degK = dimY = 1であ

る。もし x ∈ A(Y )が代数的数なら y2 − x3 − x = 0から y も代数的数になって
しまい、trans.degK = dimY = 1に反するので、xは超越数、k[x]は多項式環と
なる。

(a)より A(Y )は整閉なので、k[x] ⊆ A(Y )から k[x] ⊆ A(Y )が得られる。こ
こで、k[x]は K における k[x]の整閉包である。一方、y2 = x3 − x ∈ k[x]より
y ∈ k[x]なので、x ∈ k[x]とあわせると A(Y ) ⊆ k[x]が成り立つ ([1], Corollary
5.3)。
従って、A(Y ) = k[x]となり、A(Y )はK において k[x]上整閉包である。

(c) A(Y )の元は a = a1 + ya2, a1, a2 ∈ k[x]の形にかける。

N(a) = aσ(a) = (a1 + ya2)(a1 − ya2) = a21 − (x3 − x)a22 ∈ k[x]

(a)で示したように k[x]は多項式環であり、UFDである。このときN(1) = 1で
あり、

N(ab) = abσ(ab) = (a21 − (x3 − x)a22)(b
2
1 − (x3 − x)b22) = N(a)N(b)

となることがわかる。なお、N(a) = a21 − (x3 − x)a22は xの 1次式にはなり得な
い。実際 degN(a) = max{2 deg a1, 2 deg a2 + 3} 6= 1である (deg 0 = −∞)。

(d) a = a1 + ya2をA(Y )の unitとする。k[x]は多項式環で単元は k× := k− 0
の元のみなので、N(a)N(a−1) = 1よりN(a) ∈ k× が得られる。
このときdegN(a) = max{2 deg a1, 2 deg a2+3} = 0となるのはdeg a2 = −∞

すなわち a2 = 0と a21 = N(a) ∈ k× である。よって、a1 ∈ k×、a = a1 ∈ k× が
得られる。逆に a ∈ k×とすると当然 aはA(Y )の unitである。従って、A(Y ) 3
a : unit⇔ N(a) ∈ k× ⇔ a ∈ k× である。

x = abとする。このとき、両辺の normを取ると x2 = N(a)N(b)となるが、
(a)で述べたように normは xの 1次式にはなり得ない。よって、x2はN(a), N(b)
のいずれか一方に含まれ、残りは単元となる。その残りを N(a)とすると、既に
述べたように aが unitとなるので、xは既約である。

y = ab とする。両辺の norm を取ると y2 = N(a)N(b)、よって x3 − x =
x(x− 1)(x+1) = N(a)N(b)となるが、normは xの 1次式にはなり得ないので、
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x3 − xは N(a), N(b)のいずれか一方に含まれ、残りは単元となる。よって xの
場合と同様、yは既約となる。同様に x− 1, x+ 1も既約である。

A(Y )の元 y2 = x(x − 1)(x + 1) は 2通りの既約分解を持つので、A(Y )は
UFDではない。

(e) もし Y とP1が isomorphicとすると、Proposition 3.5よりA(Y )とO(P1)
が環同型となる。しかし、Theorem 3.4 (a)よりO(P1) ≈ kであり、A(Y ) ⊇ k[x]
なので、これらは環同型ではあり得ない。よって Y とP1は isomorphicではない。

(a)で Y が nonsingularであることは示したので、もし Y が rational curveな
らば Exercise 6.1(c)よりA(Y )はUFDである。しかし、(d)でUFDでないこと
を示したので、Y は rational curveではない。

1.6.3

(a) 次元 2以上の abstract nonsingular varietyは未定義だが、Theorem 6.9が
成立すると仮定し、X は quasi-projective varietyとして反例を作る。

ϕ : A2 − P → P1, (x, y) 7→ (x, y), P = (0, 0)

はmorphismである。実際 ϕ−1f−1(0) = (fϕ)−1(0)より ϕは連続だし、gを P1

の regular functionとすると gϕも regular functionである。
ϕを拡張できたとしよう。

ϕ : A2 → P1

ϕ(P ) = (a, b) ∈ P1とおく。Q = (c, d) 6= (a, b)とするとQ = Zp(dx− cy)は閉集
合である。このとき ϕ−1(Q) = Za(dx− cy)− P であるが、これは閉集合ではな
い。もし、閉集合だとすると Za(dx − cy) = (Za(dx − cy) − P ) ∪ {P}は既約で
なくなるが、dx− cyが既約であることに反する。従って ϕを拡張できない。

(b)
ϕ : P1 − P → A1, (x, y) 7→ y/x, P = (0, 1)

はmorphismであるが (x ◦ ϕ = ϕは regular function)、

ϕ : P1 → A1

と拡張できたとしよう。すると ϕ は P1 の regular function である。Theorem
3.4(a)よりそれは定数関数だが、ϕが定数関数ではないので、矛盾する。従って
ϕを拡張できない。

1.6.4

f ∈ K(Y )は rational functionなので f = g/h : U → kであるが、kを P1と
みなすと morphism x ∈ U 7→ (g(x), h(x)) ∈ P1 が得られる。Y において閉集合
U cは有限個の点からなるので、そのmorphismを拡張したmorphism ϕ : Y → P1

が得られる (Proposition 6.8)。
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ϕ(Y ) は dominant である。もし、ϕ(Y ) 6= P1 とすると、閉集合 ϕ(Y ) は有
限集合、従って ϕ(Y ) も有限集合である。ϕ(Y ) = {P1, · · · , Pn} とすると Y =
∪iϕ

−1(Pi)の既約性から ϕ(Y ) = Pi,∃i、すなわち constantになる。
Exercise 3.3 から任意の P ∈ Y に対して ϕ∗

P : Oφ(P ),P1 ↪→ OP,Y は単射な
ので、ϕ∗ : K(P1) ↪→ K(Y ) と拡張できる。この拡張は P によらない。実際、
< U, f >∈ Oφ(P ) ∩ Oφ(P ′) に対して ϕ∗

P (f) = fϕ = ϕ∗
P ′(f)である。

∀Q ∈ P1 に対し OQ,P1 ⊆ K(P1)は DVR、かつ次元 1のネーター局所整域な
ので Theorem 6.2Aより整閉であり、Dedekind整域である。B をK(Y )におけ
る ϕ∗(OQ,P1)の整閉包とおくと、Theorem 6.3Aよりそれも Dedekind整域であ
る。よってその極大 idealによる局所化 Rは DVRである。すると Theorem 6.9
の証明に示されているように、R = OP,Y ,∃P ∈ Y なので、

ϕ∗(OQ,P1) ⊆ B ⊆ R = OP,Y

となる。
局所環 OP,Y ,OQ,P1 の極大 idealをそれぞれ mP ,mQ とおく。Rは B の極大

idealによる局所化なので、mP はBの極大 idealとみなせる。Bは ϕ∗(OQ,P1)の
整閉包なので、[1], Corollary 5.8より mQ = mc

P = ϕ∗−1(mP )である (Corollary
5.8は A ↪→ B の場合でも成り立つ)。
このとき ϕ(P ) = Q が成立することを示す。ϕ(P ) = Q′ 6= Q と仮定する。

f ∈ OQ,P1 を f(Q) = 0, f(Q′) 6= 0を満たすように選ぶ。例えば、qi 6= q′i,∃iとし
て f = yi − qiとおけばよい。ここで、Q,Q′の座標表示をQ = (q1, . . . , qn), Q

′ =
(q′1, . . . , q

′
n)とした。

さて、

f(Q) = 0 ⇔ f ∈ mQ ⇒ ϕ∗(f) ∈ ϕ∗(mQ) = ϕ∗(ϕ∗−1(mP )) ⊆ mP ⇒ ϕ∗(f)(P ) = 0

となるが、これはϕ∗(f)(P ) = fϕ(P ) = f(Q′) 6= 0に矛盾する。よってϕ(P ) = Q
であり、ϕは全射である。

[ϕの全射性の別解]一般に projective variety Xから variety Y へのmorphism
X → Y は閉写像である ([3], Corollary 4.5)。
この結果を用いると ϕ(Y )は閉集合である。1次元 varietyの閉集合は有限集

合か variety全体なので、もし有限集合 {P1, · · · , Pn}とすると Y = ∪iϕ
−1(Pi)の

既約性から ϕ(Y ) = Pi,∃i、すなわち constantになる。従って、ϕ(Y )は全体であ
り、ϕは全射となる。

P ∈ P1 に対して ϕ−1(P )は閉集合なので、有限集合か Y である。ϕは non-
constantなので Y ではない。よって、ϕ−1(P )は有限集合となる。

1.6.5

Y は単に variety だが、projective としてよい。X は Y の subvariety なの
で quasi-projective varietyであり (Exercise 3.10)、X は Y において projective
variety となる。Proposition 6.7 から X は abstract nonsingular curve であり、
Proposition 6.8から恒等写像 iX : X → X は ĩX : X → X に一意的に拡張でき
る。これは ĩX : X → X とみてもmorphismであり、iX : X → X ⊆ X とみなす

4



と ĩX は iX の拡張になっている。一方 iX : X → X も iX の拡張である。もし、
X 6= X と仮定すると、iX(X) 6⊆ X だが ĩX(X) ⊆ X なので、これらは等しくな
い。これは拡張の一意性に反する。

1.6.6

(a) P1 を A1 ∪∞とみなす。

ϕ : P1 → P1, x 7→ (ax+ b)/(cx+ d)

[単射性] (ax+ b)/(cx+ d) = (ay+ b)/(cy+ d)なら (ad− bc)(x− y) = 0より
x = yである。

[全射性] y ∈ P1に対し、y = ∞ならϕ(−d/c) = ∞、その他はϕ((a−cy)/(dy−
b)) = yより全射である。なお、ϕ−1(y) = (a− cy)/(dy− b)より ϕ−1も fractional
linear transformationである。

[morphism性] morphism の定義は局所的なので ϕ : P1 → Ui ≈ A1 として
よい。すると、x ◦ ϕ(x) = (ax + b)/(cx + d)は regular functionなので、ϕは
morphismであり、同様に ϕ−1 もmorphismである。
従って PGL(1)→Aut P1 となる。

(b) AutP1の自己 isomorphismはdominantである。すると、Corollary 6.12(i)⇔(iii)
よりK(P1)の自己k-homomorphismが存在する。ここで、K(P1) = S((0)) = k(x)
なので、Aut P1 → Aut k(x)である。

(c) σ を k(x)の automorphismとする。σ(x) = f(x)/g(x) ∈ k(x)とかけるの
で、f(x)− σ(x)g(x) = 0となる。ここで、f(x), g(x)は互いに素としてよい。
変数X の多項式 f(X)− σ(x)g(X)において、α := σ(x)はX と独立である。

また、automorphism σによって、xと αが対応しているので、k[x] ≈ k[α]であ
り、αは k[α]で変数とみなせる。
このとき、

F (X)α := f(X)− αg(X) ∈ k[α][X]

は k(α)[X]において既約である。
(∵)もし f(X) − αg(X) = β(X,α) · γ(X,α)と分解できたとする。このとき

β(X,α), γ(X,α) ∈ k[α][X]とできる ([2], 第 3章定理 16)。この等式は αの 1次
式なので f(X) − αg(X) = β(X) · γ(X,α) としてよい。X は α と独立、従っ
て f(X), g(X)も αと独立であり、αは任意の値を取り得るので、f(X), g(X)は
β(X)で割り切れる。f(X), g(X)の仮定から β(X)は定数、従って f(X)−αg(X)
は k(α)[X]において既約、F (X)α はX = xの最小多項式となる。

k(x) ≈ k(α)なので x = G(α)/H(α)となる多項式 G,H が存在する。このと
き k[α][X]における多項式H(α)X−G(α)はX = xを根に持つ。k(α)[X]はユー
クリッド整域なので、

H(α)X −G(α) = F (X)αL(X,α)

とかける。ここで、L(X,α) ∈ k[α][X] とできる ([2], 第 3 章定理 16)。この等
式の左辺は k[α][X] において X の 1 次式なので degF (X)α ≤ 1 であるが、も
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し、degX F (X)α = degX(f(X)− αg(X)) = 0とすると f(X), g(X) ∈ kとなり、
imσ ⊆ kより σは全射でなくなる。(∵終)
よって、degF (X)α = degX(f(X)− αg(X)) = 1 ⇒ deg f(X),deg g(X) ≤ 1

であり、結局
σ(x) = f(x)/g(x) = (ax+ b)/(cx+ d)

から Aut k(x) →PGL(1)となる。
(a), (b)の結果と合わせると、PGL(1)→Aut P1 → Aut k(x) →PLG(1)とな

り、全て同型である。従って、PGL(1)≈Aut P1 が得られる。

1.6.7

U = A1 − {P1, · · · , Pr} ⊆ A1, V = A1 − {Q1, · · · , Qs} ⊆ A1 とおく。これ
らはP1の部分集合とみなすことができ、そのとき U = P1 −{P1, · · · , Pr,∞} ⊆
P1, V = P1 − {Q1, · · · , Qs,∞} ⊆ P1 である。

ϕ : U → V が isomorphismとする。ϕ : U → P1とみなせるので、Proposition
6.8 より ϕ は ϕ : P1 → P1 に拡張できる。同様に、ψ = ϕ−1 : V → U も
ψ : P1 → P1 へ拡張できる。

ψ ◦ ϕ|U = idU なので、ψ ◦ ϕは idP1 と共に idU : U → U ⊆ P1 の拡張に
なっている。拡張の一意性から ψ ◦ϕ = idP1 が得られ (Proposition 6.8)、同様に
ϕ ◦ ψ = idP1 なので、ϕは isomorphismである。

ϕ : P1 → P1 は全単射であり、やはり全単射の ϕ : P1 − {P1, · · · , Pr,∞} →
P1−{Q1, · · · , Qs,∞}の拡張になっているので、ϕ({P1, · · · , Pr,∞}) = {Q1, · · · , Qs,∞}
のはずである。従って r = sとなる。

任意のPi, Qj(∞であってもよい)に対してA1−{P1, · · · , Pr} ≈ A1−{Q1, · · · , Qr}
となるためには、r ≤ 3でなければならない。なぜなら、Exercise 6.6より Aut
P1 は PGL(1)なので ϕ : x 7→ (ax+ b)/(cx+ d)の形に限られるが、

(aP1 + b)/(cP1 + d) = Q1, · · · , (aPr + b)/(cPr + d) = Qr

は r = 3までなら成立するように a, b, c, dを決定できるが、それ以上はできない
からである ((a, b, c, d)は定数倍しても写像は同じなので、実質 3変数である)。
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