
1 Varieties

1.3 Morphisms

1.3.1

(a) Exercise1.1の結果から conic Y は A(Y ) = k[x] or k[x, y]/(xy − 1)を満た
す。前者の場合は Y = A1 であり、後者の場合は Y = Z(xy − 1) ≈ A1 − 0で
ある。

(b) A1 の閉集合は有限点からなるので、開集合は

U = A1 − {a1, a2, · · · , an} ≈ Z(y
∏
i

(x− ai)− 1)

の形となる。このとき A(U) = k[x, y]/(y
∏
i(x− ai)− 1)であるが、この中には

k以外の単元
∏
i(x− ai)が存在する。一方 A(A1) = k[x]には k以外に単元は存

在しないので、同型ではあり得ない。従って、A1 6≈ U である。

(c) P2 における既約 coneは、変数の 1次変換を用いると kの代数的閉体性か
ら x2 − yz の形に集約される。これに対応する variety は Y := Z(x2 − yz) =
{(x0x1, x20, x21)|x0, x1, x2 ∈ k}となる。このとき、

ϕ : P1 → Y, (x0, x1) 7→ (x0x1, x
2
0, x

2
1)

は Proposition3.6から isomorphismなので、Y ≈ P1 である。

(d) A2 では、平行で異なる直線 `1, `2 は共通部分を持たない: `1 ∩ `2 = ∅
もし、A2 ≈ P2 として、その isomorphismを ϕとおく。このとき、

ϕ(`1) ∩ ϕ(`2) = ϕ(`1 ∩ `2) = ∅

となる。一方、`i は curve (affine variety)なので ϕ(`i)も curveであり、後出の
Exercise3.7(a)を用いると、ϕ(`1) 6= ϕ(`2)より、ϕ(`1) ∩ ϕ(`2) 6= ∅となる。こ
れは矛盾である。

(e) X を projective variety、Y を affine variety とする。Proposition3.5 から
A(Y ) ≈ O(X)であるが、

O(X) ≈ k ≈ A/mP = A/I(P ) = A(P )

だから A(Y ) ≈ A(P )であり、Proposition3.7よりX ≈ Y = P となる。

1.3.2

(a) X = A1, Y = {(t2, t3)|t ∈ k}とすると ϕ : X → Y, t 7→ (t2, t3)は全単射
かつmorphismであり、連続である。また、A1の閉集合は有限個の点からなり、
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その ϕによる像も有限個の点からなるので閉集合である。従って、ϕ−1も連続で
あり、X と Y は位相同型である。

ϕ に対応する k 準同型写像を ϕ̃ : A(Y ) → A(X), f 7→ f ◦ ϕ とすると、
(ϕ̃ ◦ x)(t) = t2, (ϕ̃ ◦ y)(t) = t3である。よって ϕ̃(A(Y )) = k[t2, t3]となるが、こ
れは tを含まないので A(X) = k[t]には等しくない。従って ϕ̃は同型写像ではな
いので、Corollary3.7より ϕは isomorphismではあり得ない。

(b) kの標数 p > 0に対する ϕ : A1 → A1, t 7→ tp は kが代数的閉体なので全
射である。また体から体への準同型でもあるので単射である。A1 の閉集合は有
限個の点からなるので、全単射は連続であり、従って ϕは位相同型である。

A(A1) = k[t]なので ϕ̃(t) = tpとなるが、t 6∈ k[tp]より ϕ̃は全単射ではない。
従って ϕは isomorphismではない。

1.3.3

(a) ϕはmorphismなので

ϕ∗
P : Oφ(P ),Y → OP,X , < U, f > 7→< ϕ−1(U), f ◦ ϕ >

が定義できる。これは準同型である。

(b) ϕが isomorphismとすると ϕ,ϕ−1 はmorphismなので、ϕ∗
P , (ϕ

−1)∗φ(P ) が
存在する。ϕ−1 ◦ ϕ = idより、

ϕ∗
P ◦ (ϕ−1)∗φ(P ) = (ϕ−1 ◦ ϕ)∗P = id∗P = idOφ(P ),Y

が成立するので ϕ∗
P は環の同型写像である。

逆にmorphism ϕが位相同型写像で、任意の点P ∈ Xにおいてϕ∗
P : Oφ(P ),Y →

OP,Xが環の同型写像とする。< V, g >∈ OP,Xに対して、ある< U, f >∈ Oφ(P ),Y

が存在して ϕ∗
P (< U, f >) =< V, g >を満たす。ϕ∗

P (< U, f >) =< ϕ−1(U), f ◦
ϕ >だから V ∩ϕ−1(U) 6= ∅において f ◦ϕ = g、よって f = g ◦ϕ−1である。こ
のとき < ϕ(V ), g ◦ ϕ−1 >∼< U, f >∈ Oφ(P ),Y より、ϕ−1 はmorphismである。
以上により ϕは isomorphismとなる。

(c) < U, f >∈ Oφ(P ),Y に対して

ϕ∗
P (< U, f >) =< ϕ−1(U), f ◦ ϕ >= 0OP,X

とすると (f ◦ ϕ)(ϕ−1(U)) = 0となる (これは必ずしも f(U) = 0を意味しないこ
とに注意)。
開集合 S := U ∩ Z(f)c とおく。このとき ϕ(a) ∈ ϕ(X) ∩ S とすると ϕ(a) ⊆

S ⊆ U より fϕ(a) 6= 0, a ∈ ϕ−1(U)となるので、(f ◦ ϕ)(ϕ−1(U)) = 0に矛盾す
るから、ϕ(X) ∩ S = ∅である。
従って Sc ⊇ ϕ(X)であり、Sc ⊇ ϕ(X) = Y から S = ∅、すなわち f(U) =

0 ⇔< U, f >= 0Oφ(P ),Y
が得られる。
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1.3.4

ρd : P
n → ρd(P

n)(⊆ PN )が位相同型であることはExercise2.12(c)で示した。
ρd は明らかにmorphismである。

∀P ∈ Pn に対して < U, f >∈ OP,Pn とすると f は二つの同次斉次多項式
で f = g/h とかける (h(U) 63 0)。P で非零な斉次多項式を分母子に掛けると
deg g = deg h = drとできる (rはある正整数)。こうしても U を適切に変えるこ
とにより、h(U) 63 0は満たされる。すると

g(x0, x1, · · · , xn) = g′(Mi1 ,Mi2 , · · · ,Mir )

の形にかける。ここで g′ ∈ k[y0, y1, · · · , yN ]である。hについても同様である。
このとき f ′ = g′/f ′ は ρd(U)で regularであるから

f ′ ◦ ρd = (g′/h′)ρd = (g′ ◦ ρd)/(h′ ◦ ρd) = g/h = f

となる。従って、f ◦ ρ−1
d = f ′ が regularなので ρ−1

d はmorphismである。

1.3.5

f を d次斉次多項式とする。f における d-upple単項式はあるMiに等しいの
で、対応する変数 yiに置き換えた 1次式を f ′とおくと f = f ′ ◦ ρdである。この
ときH ′ = Z(f ′)は PN の hyperplaneで、ρd(H) = Z(f ′) ∩ ρd(Pn)が成り立つ:

ρd(H) = ρd(f
−1(0)) = ρd(ρ

−1
d (f ′−1(0))) = ρd(P

n) ∩ Z(f ′) = ρd(P)n ∩H ′

V = ρd(P
n)とすると、Proposition2.2と同様な証明によりPN −H ′ ≈ AN とな

る。この対応による varitey V の像を varitey Va とする。このとき、

ρd(P
n −H) = ρd(P

n)− ρd(H) = V − (H ′ ∩ V ) = V ∩ (PN −H ′) ≈ Va ∩AN

は affine varietyなので Pn −H も affine varietyとみなせる。

1.3.6

X = A2 − 0 のとき、f ∈ O(X) はある開集合 U において有理関数 f =
g/h, h(U) 63 0とかける。ここで、g, hには共通因子がないとし、hの 1次以上の
既約因数 pの存在を仮定して h = ph′ とすると、g = fph′ より ZX(p) ⊆ ZX(g)
が得られる。ここで ZX(a) := X ∩ Z(a), p = (p), g = (g)とおいた。よって

ZX(p) ⊆ ZX(g) = X ∩ Z(g) ⊆ X ∩ Z(g) ⊆ Z(g) = Z(g)

である。一方、pは prime idealであって、ZX(p) = X ∩Z(p)から ZX(p)は既約
閉集合 Z(p)における開集合なので、ZX(p) = Z(p)となる。よって、上式と合わ
せて Z(p) ⊆ Z(g)が得られる。すると

IZ(p) ⊇ IZ(g) ⇒ (p) ⊇
√

(g) ⊇ (g)

となり、gは pの倍数となって、g, hが互いに素という仮定に反する。従って f は
U 上で多項式で書け、U をさらにA2 の開集合とみると、< U, f >∼< A2, f >
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より、f ∈ k[x, y]となる。逆に k[x, y]の多項式はX 上の regular関数なので、結
局 O(X) = k[x, y] = A(A2)が得られる。

Xが affine varietyと仮定すると、Propostion3.5から id : A(A2) → O(X)に対
応する isomorphism ψ : X → A2が存在する。Propostion3.5の証明にあるように、
任意の P ∈ X に対して ψ(P ) = (id(x1)(P ), id(x2)(P )) = (x1(P ), x2(P )) = P だ
から、ψは埋め込みとなる。しかし、これは全射ではないので、isomorphismと
いうことに反する。

1.3.7

(b) Y ⊆ H ならば Y ∩H = Y 6= ∅となるので Y −H 6= ∅とする。
Y が projective variety なので、Y − H は Y の開集合だから既約である。

また Y − H = Y ∩ (Pn − H) からこれは Pn − H で閉集合である。よって
Y − H は Pn − H ≈ An(Exercise3.5) で既約閉集合なので affine variety であ
る。もし Y ∩H = ∅とすると、Y −H = Y は projective varietyでもあるので、
Exercise3.1(e)より Y = Y −H は 1点からなり、次元は 0となる。これは Y の
仮定に反するので、Y ∩H 6= ∅

(a) P2 における curveは既約多項式 f で与えられる Z(f)なので hypersurface
でかつ projective varietyである。Exercise2.8より dimZ(f) = 1なので (b)を適
用でき、二つの curveの共通部分は非空となる。

1.3.8

Yi = Pn −Hi ≈ An より affineとみられるから、Theorem3.4の証明にある
ように O(Yi) = A(Yi) ≈ S(Y )(xi) の元はある斉次多項式 g によって g/xdeg gi の
形に表せる。ここで gcd(g, xi) = 1である。
さて regular関数 f ∈ Pn−Hi∩Hjを取るとPn−Hi∩Hj ⊇ Pn−Hi,P

n−Hj

だから f は Pn − Hi,P
n − Hj でも regularである。よって、f ∈ O(Yi),O(Yj)

であり、f = gi/x
deg gi
i = gj/x

deg gj
j から gix

deg gj
j = gjx

deg gi
i が得られる。

k[x1, x2, · · · , xn] は UFD なので gcd(gj , xi) = 1 より deg gi = 0 でなければな
らず、f ∈ kとなる。
なお、Y = Pn とすると、Pn =

⋃
i Yi = Pn −

⋂
iHi より f ∈ kとなる。

1.3.9

X = P1, Y = Z(z2 − xy)とおくと、Exercise3.1(c)よりX ≈ Y である。
一方、S(X) = k[x, y], S(Y ) = k[x, y, z]/(z2−xy)であるが、これらは同型に

はならない。なぜなら、dimk S(X)1 = 2であるが、dimk S(Y )1 = 3である。こ
こで、S(X)dは次数付き環 S(X)の d次部分であり、k上線型空間となっている。

1.3.10

f ′ : V ′ ⊆ Y ′ → k を regular関数とする。f ′ は Y の regular関数ではないの
で、ϕ : X → Y のmorphism性を利用できるように拡張する。

4



ϕ′ = ϕ|X′とおく。∀P ∈ ϕ′−1(V ′)に対しQ = ϕ(P )とおくと、Q ∈ ∃V ′
Q ⊆ V ′

で f ′は有理関数 f ′ = g/h, h(V ′
Q) 63 0とできる。このとき V ′

Q ⊆ V := Z(h)cであ
り、f := g/hは Yの開集合 V で regular関数である。

ϕ : X → Y は morphismなので f ◦ ϕ : ϕ−1(V ) → k は regular関数である。
V ′
Q ⊆ V より ϕ′−1(V ′

Q) ⊆ ϕ−1(V )だから ϕ′−1(V ′
Q)で f ′ ◦ ϕ = (g/h) ◦ ϕ = f ◦ ϕ

は regular関数となる。
従って、ϕ′ = ϕ|X′ : X ′ → Y ′ はmorphismである。

1.3.11

Y が subvariety とは、既約で Y = U ∩ Y の形でかけることをいい、さらに
closed subvarietyはそれ自身が closedなので、結局 closed subvarietyは既約閉集
合である。
まず、Xが (quasi-)affine varietyとする。Theorem3.2(c)よりOP ≈ A(X)mP

なので OP の prime idealは mP に含まれる prime idealである。これは P を含
む既約閉集合、すなわち closed subvarietyに 1対 1対応している。
次にX が (quasi-)projective varietyとする。Xi = X − Z(xi)とするとX =⋃

iXiであり、Xiは affineとみなせる。P ∈ Xiとする。このとき、Theorem3.4
の証明にあるように

OP,X = OP,Xi
≈ A(Xi)m′

P
(≈ S(X)(mP ))

であり、この対応によってOP に含まれる prime idealは A(Xi)のm′
P に含まれ

る prime idealに対応し、これはまた xiの斉次化により S(X)の mP に含まれる
斉次 prime idealに対応する。これは Exercise2.4(b)よりX の P を含む既約閉集
合に 1対 1対応している。
逆にX の P を含む既約閉集合が与えられたとする。これは S(X)のmP に含

まれる斉次 prime idealに対応し、さらに S(X)(mP ) の prime idealに対応する。
OP = S(X)(mP ))よりこれは OP の prime idealに対応する。

1.3.12

X が projectiveのときは、Xi = X ∩ Ui とすると X =
⋃
iXi であり、Xi は

affineとみなせる。ここで Ui = Vn − Z(xi) ≈ An である。X が元々affineのと
きはXi = X とすればいいので、やはりこの形になる。

P ∈ Xiとする。Exercise1.10(b)とProposition1.10からdimX = supdimXi =
supdimXiが成り立つ。< U, f >∈ K(Xi)とすると U ′ = U ∩Xi ⊆ U はX の開
集合だから < U, f >∼< U ′, f >∈ K(X)となり、K(Xi) = K(X)が得られる。
さらに Theorem3.2(d)を用いると dimXi = tr.degK(Xi) = tr.degK(X)が成立
するから dimXiは iに依存せず、dimX = dimXiとなる。Theorem3.2(c)より
dimXi = dimOP,Xi

であるが、OP,Xi
= OP,X なので、

dimX = dimXi = dimOP,Xi
= dimOP,X = dimOP

となる。
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1.3.13

OY,X では < U, f > ± < V, g >=< U ∩ V, f ± g >,< U, f >< V, g >=<
U ∩ V, fg >なので、環をなす。

m = {< U, f > |f(U ∩ Y ) = 0}は極大 idealであることを示す。
< U, f >,< V, g >∈ mのとき、(f − g)(U ∩ V ∩ Y ) = 0より

< U, f > − < V, g >=< U ∩ V, f − g >∈ m

であり、< W,h >∈ OY,X に対して (hf)(U ∩W ∩ Y ) = 0より

< W,h >< U, f >=< U ∩W,hf >∈ m

なので、mは idealである。
< U, f > 6∈ m のとき f(U ∩ Y ) 6= 0 より (U ∩ Y ) ∩ Z(f)c 6= ∅ である。

V = U ∩Z(f)cとすると f(V ) 63 0から 1/f は V で regularであり V ∩ Y 6= ∅よ
り < V, 1/f >∈ OY,X である。これは < U, f >の逆元なので < U, f >は単元で
ある。従って mは唯一の極大 idealで、OY,X は局所環である。
次に OY,X/m ≈ K(Y )を示す。ρを次のように定義する。

ρ : K(Y ) → OY,X/m, < UY , f > 7→< Z(h)c, g/h >m

ただし UY 6= ∅ で f は有理関数 f = g/h, h(UY ) 63 0 とできるので、その g, h
を用いている。g/hは Z(h)c で regularであり、Z(h)c ∩ Y ⊇ UY 6= ∅なので、
< Z(h)c, g/h >∈ OY,X である。その mによる剰余類を< Z(h)c, g/h >mとして
いる。

(well-define) < UY , g/h >∼< UY , g
′/h′ >∈ K(Y )とする。このとき Z(h)c ∩

Y ⊇ UY , Z(h
′)c ∩ Y ⊇ UY より、K(Y )において

< Z(h)c ∩ Y, g/h >∼< UY , g/h >∼< UY , g
′/h′ >∼< Z(h′)c ∩ Y, g′/h′ >

だから、Z(h)c ∩ Z(h′)c ∩ Y で g/h− g′/h′ = 0であり、これは

< Z(h)c, g/h > − < Z(h′)c, g′/h′ >=< Z(h)c ∩ Z(h′)c, g/h− g′/h′ >∈ m

を意味する。
(全射) < U, f >∈ OY,Xとする。UY = U∩Y 6= ∅とおくと< UY , f >∈ K(Y )

なので、∃VY ⊆ UY で f = g/h, h(VY ) 63 0とかける。VY ⊆ Z(h)c ∩ Y だから、
K(Y )において

< UY , f >∼< VY , f >∼< VY , g/h >∼< Z(h)c ∩ Y, g/h >

となる。従って、UY ∩ Z(h)c ∩ Y = U ∩ Z(h)c ∩ Y で f = g/hである。これは

< Z(h)c, g/h > − < U, f >=< Z(h)c ∩ U, g/h− f >∈ m

を意味する。
(単射) ρ(UY , f) =< Z(h)c, g/h >m= 0とする。UY で f = g/h, h(UY ) 63 0

であり、Z(h)c ∩ Y で g = 0 である。UY ⊆ Z(h)c ∩ Y だから < UY , f >∼<
UY , g/h >= 0となる。
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(準同型) 明らかである。

dimOY,X = dimX−dimY の証明は、X,Y が affineのときに証明すれば十分
である。なぜなら、XやY がprojectiveの場合は、X =

⋃
iXiあるいはY =

⋃
i Yi

とすると、Xi, Yi は affineであり (いずれも非空としてよい)、Exercise3.12で示
した dimX = dimXi,dimY = dimYi、および次に示す OY,X = OYi,Xi

を用い
れば

dimOY,X = dimOYi,Xi = dimXi − dimYi = dimX − dimY

が成立するからである。
OY,X ≈ OYi,Xi の証明
対応 < V, f >∈ OY,X 7→< V ∩Xi, f >∈ OYi,Xi

を考える。まず、X が既約
で V,XiともX の openなので、V ∩Xi 6= ∅である。また Vi = V ∩XiはXiで
も open、Vi ∩ Yi = V ∩Xi ∩ Yi = V ∩ Yi = V ∩ Y ∩ Ui = (V ∩ Y ) ∩ (Ui ∩ Y )
において、V ∩ Y 6= ∅, Ui ∩ Y 6= ∅であり Y は既約ゆえ Vi ∩ Yi 6= ∅となり、
< Vi, f >∈ OYi,Xi が得られる。
ここで < Vi, f >= 0とすると Vi = V ∩Xi = V ∩ Ui ∩X はX でも openな

ので < V, f >∼< Vi, f >= 0となるから対応は単射である。
< Vi, f >∈ OYi,Xi

で Vi ∩Yi 6= ∅とすると ViはXiの openなのでX の open
でもあり、Vi ∩ Y ⊇ Vi ∩ Yi 6= ∅より < Vi, f >∈ OY,X となる。よって、対応は
全射である。準同型性は明らかである。

X,Y が affineとする。
まずOY,X ≈ A(X)p̃を示す。ただし、p = I(Y ) ⊇ I(X), p̃ = p/I(X)である。

Y が既約なので、pは prime idealである。

ψ : A(X)p̃ → OY,X , f̃/g̃ 7→< Ug, f/g >

とおく。ここで、g̃ 6∈ p̃ ↔ g 6∈ I(Y ) ↔ g(Q) 6= 0,∃Q ∈ Y より Ug = X −Z(g)と
するとこれは openで Q ∈ Ug ∩ Y 6= ∅だから < Ug, f/g >∈ OY,X である。

(well-define) f̃/g̃ = 0 → f̃ = 0 → f ∈ I(X) → f(Ug) = 0 →< Ug, f/g >= 0
(単射) < Ug, f/g >= 0 → f(Ug) = 0 →< Ug, f >∼< Ug, 0 >→ f =

0 at X → f ∈ I(X) → f̃/g̃ = 0
(全射) < U, f >∈ OY,X とする。∃Q ∈ U ∩ Y を取ると (Q ∈)∃UQ ⊆ U で

f = g/h, UQ ⊆ Z(h)cとできる。このときh 6∈ I(Y ) = p → h̃ 6∈ p̃→ g̃/h̃ ∈ A(X)p̃
より ψ(g̃/h̃) =< Z(h)c, g/h >∼< UQ, f >∼< U, f >となる。準同型性は明らか
である。

Theorem1.8A(b)から

heightp̃+ dimA(X)/p̃ = dimA(X)

が成立する。ここで、Proposition2.1, i), [1]よりA(X)/p̃ = (k[x]/I(X))/(p/I(X)) =
k[x]/I(Y ) = A(Y )であり、また dimA(X)p̃ = heightp̃から、

dimOY,X = dimA(X)p̃ = dimA(X)− dimA(Y ) = dimX − dimY

となる。
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1.3.14

Pn を Z(xn+1)(⊆ Pn+1)とみなす。P = (a0, a1, · · · , an+1) ∈ Pn+1 − Pn の
とき an+1 6= 0である。

P, Q = (x0, x1, · · · , xn+1)を通る直線は `P,Q = (ua0+vx0, ua1+vx1, · · · , uan+1+
vxn+1), (u, v) ∈ P1 で与えられる (以下、(ua0 + vx0, ua1 + vx1, · · · , uan+1 +
vxn+1) = ua+ vxとも記す)。この直線と Pn ≈ Z(xn+1)との交点は (an+1x0 −
a0xn+1, an+1x1 − a1xn+1, · · · , an+1xn − anxn+1, 0)となる:

ϕ(x0, x1, · · · , xn, xn+1) = (an+1x0−a0xn+1, an+1x1−a1xn+1, · · · , an+1xn−anxn+1)

(a) ϕは明らかにmorphismである。

(b) Y = {(t3, t2u, tu2, u3)} ⊆ P3 = {(x, y, z, w)},P2 = H2 = Z(z), P =
(0, 0, 1, 0)とする。このとき ϕ(Y ) = {(t3, t2u, u3)}であるが、x = t3, y = t2, w =
u3 として t, uを消去すると y3 = x2wとなる。
逆に y3 = x2w のとき、(x, y, w) = (x3, x2y, x2w) = (x3, yx2, y3) ∈ ϕ(Y )と

なる。よって、y3 = x2wが解で、これは cuspidal cubic curveである。

1.3.15

(a) 任意の x0 ∈ X に対して πx0
: x0 × Y → Y, (x0, y) 7→ y は全単射である。

さらに、
x0 × V : 閉集合⇔ V : 閉集合

も成り立つ。なぜなら、 x0 × V が閉集合で Z(a)に等しいとき

y ∈ V ⇔ f(x0, y) = 0,∀f ∈ a ⇔ y ∈ Z(b), b := (f(x0, y))f∈a

から V は閉集合となり、逆に V = Z(b)とすると、x0 × V = Z((x− x0) + b)か
ら x0 × V は閉集合となる。従って πx0 , π

−1
x0
は閉写像であり、πx0 は位相同型で

ある。
X × Y が２つの閉集合の和集合で X × Y = Z1 ∪ Z2 と表されたとして、

Xi = {x ∈ X|x× y ⊆ Zi}とおく。このとき、X = X1 ∪X2 が成立する。実際、

((x×Y )∩Z1)∪((x×Y )∩Z2) = (x×Y )∩(Z1∪Z2) = (x×Y )∩(X∩Y ) = x×Y

において、Y は既約閉なので位相同型な x× Y も既約閉ゆえに (x× Y )∩Ziは閉
集合となり、従って x×Y の既約性から x×Y = (x×Y )∩Z1 or (x×Y )∩Z2と
なる。前者が成立したとすると、x× Y ⊆ Z1 で、これはX1 の定義から x ∈ X1

を意味する。後者が成立すれば x ∈ X2 となるので、X = X1 ∪X2 が得られる。
次に Xi が閉集合であることを示す。そのためには、任意の y0 ∈ Y に対し

Iy0 = (f(x, y0))f∈I(Z1) として X1 =
⋂
y0∈Y Z(Iy0)が成り立つことを言えばよい

が、それは次式による。

x ∈ X1 ⇔ x×Y ⊆ Z1 ⇔ f(x, y0) = 0,∀f ∈ I(Z1),∀y0 ∈ Y ⇔ x ∈ Z(Iy0),∀y0 ∈ Y

よってX は閉集合の和集合で表された: X = X1 ∪X2
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X は既約だから X = X1 or X2 である。X = X1 = {x ∈ X|x × y ⊆ Z1}と
すると、X × Y ⊆ Z1 となるので、X × Y は既約である。

(補足) X,Y が閉集合ならX×Y も閉集合である。なぜならX = Z(a), Y = (b)
とすると、X × Y = Z(a′ + b′)だからである。ここで、a′ は aの元 f(x)を形式
的に x, yの関数 f ′(x, y) := f(x)とみなしたものであり、b′同様である。従って、
X,Y が affine varietyならばX × Y も affine varietyである。

(b) A(X)×A(Y ) → A(X × Y ), (f̃(x), g̃(y)) 7→ ˜f(x)g(y)で定義される写像は
well-defineで、双線形写像である。よって、

ϕ : A(X)⊗k A(Y ) → A(X × Y ), f̃(x)⊗ g̃(y) 7→ ˜f(x)g(y)

が存在する。
A(Y )は k 上の線型空間であるから、基底 {f̃i(y)}が存在する ([3], 第 6章定

理 2)。このとき A(X)⊗k A(Y )の元は
∑
i ãi(x)⊗ f̃i(y)とかける。

ϕは単射であることを示す。一般に f(x, y) ∈ I(X×Y ) ⇒ f(P, y) ∈ I(Y ), P ∈
X ⇒ f(P, ỹ) = 0 in A(Y )である。よって

ϕ(
∑
i

ãi(x)⊗ f̃i(y)) =
∑
i

ãi(x)f̃i(y) = 0

とすると、P ∈ X のとき
∑
i ai(P )fi(ỹ) = 0 in S(Y )dとなるが、{f̃i(y)}は基底

なので ai(P ) = 0 ⇒ ai(x) ∈ I(X) ⇒ ãi(x) = 0となり、
∑
i ãi(x)⊗ f̃i(y) = 0が

成立する。
ϕが全射であるのは A(X × Y )の元が f(x, y) =

∑
i gi(x)hi(y)とかけること

から明らかである。

(c) (i) 射影 pX : X ×Y → X は (xi ◦ pX)(x, y) = xi, (yj ◦ pX)(x, y) = 0を満た
すのでmorphismである (Propostion3.6, p.20)。pY も同様にmorphismである。

(ii) morphism f : Z → X, g : Z → Y に対して h : Z → X × Y, z 7→
(f(z).g(z))とすると、pX ◦ h = f, pY ◦ h = gが成立する。

xi ◦ h = xi ◦ f, yj ◦ h = yj ◦ g は regular関数なので hは morphismである。
また可換性 pX ◦ h = f, pY ◦ h = gを満たす hは一意的である。

(d) r = dimX, s = dimY とすると、

X0 ( X1 ( · · · ( Xr = X ( Xr+1 ( · · · ( Xn = An

Y0 ( Y1 ( · · · ( Ys = Y ( Yr+1 ( · · · ( Yn = Am

となる既約閉集合系列が存在する。ここで、途中でX や Y を通過するように取
れるのは、Theorem1.8A(ii)による。このとき、An+mに至る次の既約閉集合系
列が存在する。

X0 × Y0 ( X0 × Y1 ( · · · ( X0 × Ys
( X1 × Ys ( X2 × Ys ( · · · ( Xr × Ys
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( Xr × Ys+1 ( Xr × Ys+2 ( · · · ( Xr × Ym
( Xr+1 × Ym ( Xr+2 × Ym ( · · · ( Xn × Ym = An+m

この長さは次元 n +mを与える系列になっているので、最大長系列であり、
従ってXr × Ys に至る前半の系列も最大長系列のはずである。よって、

dimX × Y = dimXr × Ys = r + s = dimX + dimY

が得られる。

1.3.16

最初に

(Pn − Z(xi))× (Pm − Z(xj)) ≈ Pn+m − Z(xk), 0 ≤ ∃k ≤ n+m

を示す。ここで、左辺には Segre Embeddingによる位相が入っている。
一般性を失うことなく i = j = 0としてよい。U (n) := Pn − Z(x0)とおいて

ψ(U (n) ×U (m)) ≈ U (n+m)を証明しよう。ここで ψが Segre Embeddingである。
ρψ : ψ(U (n) × U (m)) → U (n+m)

(· · · , zi,j , · · · ) 7→ (z0,0, z0,1, z0,2, · · · , z0,m, z1,0, · · · , zn,0)
とし

ρ = ρψ ◦ ψ : U (n) × U (m) → U (n+m)

とすると
ρ : (x0, x1, · · · , xn)×(y0, y1, · · · , yn) 7→ (x0y0, x0y1, · · · , x0ym, x1y0, x2y0, · · · , x2y0)
となる。このとき、ρ は全単射となる。実際、単射性は明らかだし、全射性に
ついても、z := (z0,0, z0,1, · · · , z0,m, z1,0, z2,0, · · · , zn,0) ∈ U (n+m), z0,0 6= 0
としたとき x := (z0,0, z1,0, · · · , zn,0)、y := (z0,0, z0,1, z0,2, · · · , z0,m) とおけば
ρ(x× y) = z0,0z = zより、成り立つ。よって ρは全単射である。ψは全単射な
ので、ρψ も全単射である。
次に ρψ, ρ

−1
ψ が morphismであることを示す。U (n+m) は affineとみなせる

ので、(z0,i ◦ ρψ)(· · · , zi,j , · · · ) = z0,i, (zj,0 ◦ ρψ)(· · · , zi,j , · · · ) = zj,0 から ρψ は
morphismとなる (Proposition 3.6)。

gをψ(U (n)×U (m))における r次斉次多項式とすると、ρ−1
ψ = ψ ◦ρ−1なので、

(g ◦ ρ−1
ψ )(z) = (g ◦ ψ ◦ ρ−1)(z) = (g ◦ ψ)(x× y) = g(· · · , zi,0z0,j , · · · )

は zの 2r次斉次多項式となる。よって ρ−1
ψ は連続であり、f : V → kを ψ(U (n)×

U (m))における regular関数とすると、f ◦ ρ−1
ψ は U (n+m) において regular関数

となる。すなわち、ρ−1
ψ もmorphismである。

従って、

(Pn − Z(xi))× (Pm − Z(xj)) ≈ Pn+m − Z(xk), 0 ≤ ∃k ≤ n+m

が示された。
以上のことから、Y を projective varietyとすると Yi = Y ∩Uiのとき (Yi 6= ∅

としてよい)、Yi × Yj はA2n の affine varietyとみなせる。
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(a) いくつかに分けて証明する。
X が閉集合のとき、X = Z(a), a: 斉次 ideal、a = (fλ), fλ: 斉次多項式とす

る。このとき f
(i)
λ を fλ(x)y

degfλ
j において zi,j ⇐ xiyj とした zi,j の多項式とす

ると
ψ(X ×Pn) = Z((f

(j)
λ )λ,j) ∩ ψ(Pn ×Pm)

からX×Pnは閉集合となる。実際、Z((f (j)λ )λ,j)∩ψ(Pn×Pm)の元はψ(Pn×Pm)

に属するから (· · · , xiyj , · · · ) = ψ(x× y)の形をしており、fλ(x)ydegfλj = 0を満
たす。ある yj は 0でないので、任意の λに対して fλ(x) = 0、よって x ∈ X と
なる。従って、ψ(x× y) ∈ ψ(X ×Pn)である。⊆は自明。

X が開集合のときは、ψ(X × Pn) = ψ((Xc)c × Pn) = ψ((Xc × Pn)c) =
(ψ(Xc ×Pn))c だから、ψ(X ×Pn)は開集合となる。

X, Y が閉集合なら ψ(X ×Y ) = ψ((X ×Pm)∩ (Pn×Y )) = ψ((X ×Pm))∩
ψ((Pn×Y ))からψ(X×Y )も閉集合である。同様に、X, Y が開集合ならψ(X×Y )
も開集合である。

X, Y が locally closedとする。X = Vx ∩ Cx, Y = Vy ∩ CY とかけるので、
X × Y = (Vx ∩ Cx)× (Vy ∩ CY ) = (Vx × Vy) ∩ (Cx × Cy)から

ψ(X × Y ) = ψ(Vx × Vy) ∩ ψ(Cx × Cy)

より、ψ(X × Y )は locally closedとなる。
X, Y が既約とすると、X, Y も既約なので (Exercise 1.6)、X, Y は projective

varietyとなる。Xi := X ∩ Ui は X の開集合なので既約である (Example1.1.3,
p.3)。ここでUi = Pn−Z(xi)である。XiはAnで affine varietyと見られるので、
Exercise 3.15(a)より Xi × Yj は既約である。一方、Xi, Yj は各々X, Y の開集
合なので、すでに示したことから Ui,j := Xi× Yj も開集合であり、U =

⋂
i,j Ui,j

は開集合である。
U ⊆ Ui,j で Ui,j は既約だったので、U は既約でありかつ U = Ui,j であり

(Example1.1.3, p.3)、従って U も既約である。X × Y =
⋂
i,j Ui,j = U より

X ×Y は既約である。X, Y は locally closedなのでX = Vx ∩X, Y = Vy ∩Y と
かける (Exercise 3.10の問題説明部分, p.21)。よって、X×Y = (Vx×Vy)∩(X×Y )
からX × Y はX × Y の開集合であり、既約となる。
以上によりX ×Y は既約で locally closedなので、quasi projective varietyで

ある。

(b) X, Y が projective varietyならばX × Y も varietyになることは (a)の最
後の部分で示した (X, Y で示したが、同じである)。

(c) Exercise 3.15 (c)の 2条件が成立することを示せばよい。
(i)一般にmorphismは局所的に定義されているので、Y = ∪iYiで各Yiが vari-

etyのとき ϕ : X → Y がmorphismとなる必要十分条件は ϕ|φ−1(Yi) : ϕ
−1(Yi) →

Yi が各 iに対してmorphismになることである。
従って、射影 pX : X×Y → Xがmorphismであることの証明はXi = X ∩Ui

において示せばよく、それは affine varietyと見られるので、既に Exercise 3.15
(c)にて示されている。射影 pY : X × Y → Y についても同様である。
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なお、X,Y が quasi-projective variety の場合には、その閉包において射影
pX : X×Y → Xがmorphismとなるので、その quaisi-projective variety X×Y
への制限としての射影 pX もmorphismとなる。

(ii) Exercise 3.15 (c)と同じように ϕ = f × g : Z → X × Y が定義できる。
X = ∪iXi, Y = ∪jYj で各Xi, Yj は affine varietyと見なす。f を f−1(Xi)に制
限したものを fi、同様に gj を定義する。Zi,j := f−1(Xi) ∩ g−1(Yj)とすると、
Z = ∩i,jZi,j である。
このとき、Xi, Yj は affine varietyなので、Exercise 3.15 (c)からmorphism

ϕi,j : Zi,j → Xi×Yjが存在し、その作り方からこれはϕをZi,jに制限したものに
等しい。また、ϕi,j , fi, gj , pXi

, pYj
間の可換性も示される。よって ϕ : Z → X×Y

はmorphismであり ϕ, f, g, 射影との可換性も成り立つので、ϕは一意的である。
X,Y がquasi-projective varietyとする。この時、f, gを f : Z → X, g : Z → Y

とみなしてもmorphismとなる。既に述べたことからmorphism ϕ = f ×g : Z →
X × Y が一意的に存在する。f × gの作り方から、Imϕ ⊆ X × Y ⊆ X × Y なの
で、morphism f × g : Z → X × Y が得られ、これは一意的である。

1.3.17

多様体は affineとは限らないが、normal性の証明に際しては affineと仮定し
てよい。実際、Y が projectiveのとき、Yi = Y ∩ Ui とすると ϕi(Yi)は An の
varietyとみなせる (Proposition 2.2)。Y の任意の点を P とし、P ∈ Yi とする。
このとき、ϕi は isomorphimだから (Proposition 3.3)、Oproj

P ≈ Oaffine
φi(P ) が得ら

れる。従って Y = ∪iYiとなる iに関して ϕi(Yi)が normalであることを示せば、
Oaffine
φi(P ) が整閉となり、同型な Oproj

P も整閉となって、Y は normalとなる。

(d) affine varietyでは OP = A(Y )mP
なので、Y :normal⇔ A(Y )mP

:整閉 for
any P ∈ Y である。一般に、B:整閉⇔ Bm:整閉 for any maximal ideal m な
ので (Proposition 5.13 [1])、整域A(Y )に適用すれば、Y :normal⇔ A(Y ):整閉と
なる。

(a) Exercise 3.1(c), p. 20より P2 における 2次元多様体は P1 に同型である。
P1 ∩ Ui ≈ A1 より、A(A1) = k[x]は整閉なので、すでに示した (d)より P2 に
おける 2次元多様体は normalである。

(b) Q1 = Z(xy−zw)のとき。Q1,w := Q1∩Uwに対して Yw := ϕw(Q1,w)はA3

のvarietyである。ただし、Uw = P3−Z(w)で、ϕwはそれに付随する isomorphism
である。このとき Yw = Z(xy − z)より A(Yw) = k[x, y, z]/(xy − z) = k[x, y]で
あり、これは整閉だから Ywは normalとなる。他の変数についても同様であるか
ら Q1 は normalとなる。

Q2 = Z(z2 − xy)のとき。Yx := ϕx(Q2 ∩ Ux)はA3の affine varietyである。
すると、Yx = Z(z2 − y)より A(Yx) = k[y, z, w]/(z2 − y) = k[y, w]となり、これ
は整閉だから Yx は normalである。

Yy := ϕy(Q2 ∩ Uy)も同様に normalである。
Yz := ϕz(Q2 ∩Uz)では、Yz = Z(xy− 1) ≈ A2−Z(x)となる。ここでの対応

は (x, y, w) 7→ (x,w)で、これは isomorphismである。一般に normalな variety
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の開部分集合は normalである。実際、Y が normal variety、U がその開部分集合
で、P ∈ U のとき、OP,U = OP,Y であり、OP,Y は整閉だから OP,U も整閉とな
る。よって、normalなA2の開部分集合 Yz = Z(xy− 1) ≈ A2 −Z(x)は normal
である。

Yw := ϕw(Q2∩Uw)ではYw = Z(z2−xy): normal⇔ A(Yw) = k[x, y, z]/(z2−
xy): 整閉、なので A(Yw)の整閉性を示せばよい。

R := A(Yw)とおく。z2 − xy は k[x, y, z]において既約なので Rは整域であ
る。Frac(R)の元は、k[x, y]の元 fi, gj を用いて、

f1 + g1z

f2 + g2z
=
f1f2 − g1g2xy

f22 − g22xy
+

(f2g1 − f1g2)

f22 − g22xy
z

と表されるので、Frac(R) = K[z]となる。ただし、K := k(x, y) = Frac(k[x, y])
である。
さて αを R上整の Frac(R)の元とする。z2 − xy = 0より z は k[x, y]上整

なので、R = k[x, y][z]は k[x, y]上整である。αは R上整だから、整従属の推移
律 (Corollary 5.4, p.60, [1])より αは k[x, y]上整である。そこでその αの整従属
式を

αn +

n∑
i=1

hn−iα
n−i = 0, hi ∈ k[x, y]

とし、対応する多項式を

F (X) := Xn +

n∑
i=1

hn−iX
n−i ∈ k[x, y][X]

とおく。
一方 α = f + gz, f, g ∈ K とかけるから α2 − 2fα + f2 − g2xy = 0より、α

を根とする多項式

G(X) := X2 − 2fX + f2 − g2xy ∈ K[X]

が得られる。G(X)は αのK[X]における最小多項式 (既約多項式)と仮定してよ
い。もし、1次式の最小多項式が存在したとすると、αはK に属し、かつ k[x, y]
上整であったから k[x, y]の整閉性より α ∈ k[x, y] ⊆ Rとなるからである。

K[X]は UFDなので F (X)は G(X)で割り切れる。

F (X) = H(X)G(X),H(X) ∈ K[X]

ここで F (X) ∈ k[x, y][X]は primitiveだから k[x, y][X]でも

F (X) = H ′(X)G′(X)

と因数分解でき、H ′(X) = aH(X), G′(X) = bG(X), a, b ∈ K とかける (定理 16,
p.160, [2])。G(X)はmonicでG′(X) ∈ k[x, y][X]なので b ∈ k[x, y]である。同様に
H(X)もmonicなのでa ∈ k[x, y]である。F (X) = H(X)G(X) = H ′(X)G′(X) =
abH(X)G(X)から ab = 1なので a, bは単元であり、G(X) = aG′(X) ∈ k[x, y][X]
となる。
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G(X) = X2 − 2fX + f2 − g2xy ∈ k[x, y][X]だから、2f, f2 − g2xy ∈ k[x, y]
となり、さらに f, g2xy ∈ k[x, y]となる。k[x, y]はUFDなので、Frac(k[x, y])の
元 gは g ∈ k[x, y]でない限り g2xy ∈ k[x, y]とはならない。よって、α = f +gz ∈
k[x, y][z] = R となる。

(c) Y = Z(y2 = x3) ⊆ A2, P := (0, 0)のとき、OP,Y が整閉でないことを示す。

Frac(OP,Y ) = Frac(A(Y )mP
) = Frac(A(Y ))

だから、f = y/xとすると f は FracOP,Y に属すが、OP,Y には属さない。しか
るにK において f2 − x = 0より f は OP,Y 上整である。従って OP,Y は整閉で
はない。

(e) Y が varietyなので A(Y )は有限生成 k代数整域であり、Theorem 3.9Aか
ら Frac(A(Y ))におけるその整閉包 Ã(Y )も有限生成 k 代数整域である。また、
整従属の推移律から Ã(Y )は整閉である (Corollary 5.5, p.61, [1])。Exercise 1.5,

p.8より A(Ỹ ) = Ã(Y )となる algebraic set Ỹ が存在する。Ã(Y )が整閉整域な
ので Ỹ は normal affine varietyとなる (すでに示した (d)による)。
埋込 ι : A(Y ) → A(Ỹ )に対応するmorphismを

π : Ỹ → Y

と定義する (Proposition 3.5)。
Z を normal variety, ϕ : Z → Y を dominant morphismとする。対応する

homomorphismを ϕ∗ : A(Y ) → A(Z)とおく。ϕ∗ は Frac(A(Y )) → Frac(A(Z))
に拡張できるので、それを ϕ̃∗ と記す。

Exercise 3.3 (c)より、任意の P ∈ Z に対して

ϕ∗
P : Oφ(P ),Y → OP,Z , f 7→ ϕ ◦ f

は単射である。ここで、f ∈ Oφ(P ),Y である限り、f 7→ ϕ ◦ f は P に依存しない
ので、単射系列 O(Y ) ⊆ Oφ(P ),Y

φ∗
P−−→ OP,Z から単射系列

O(Y ) ⊆
⋂
P

Oφ(P ),Y ↪→
⋂
P

OP,Z = O(Z)

が得られる。最後の等号は Theorem 3.2の証明の中に示されている (p.17)。f ∈
O(Y )のとき、ϕ∗(f) = ϕ∗

P (f)なので、上記単射系列の合成は ϕ∗ に等しい:

ϕ∗ : O(Y ) → O(Z)

Z = ∪Zi, Zi = Z ∩ Ui とすると、Zi は normal varietyZ の開部分集合なので
normalである (本問 (b)においてQ2の中の Yz の normal性の証明中に示した)。
従って、A(Zi)は整閉であり、A(Y ) = O(Y )

φ∗

−−→ O(Z) ⊆ O(Zi) = A(Zi)から
ϕ̃∗(Ã(Y )) ⊆ A(Zi)である。ϕ∗ は単射なので ϕ̃∗ も単射であり、

ϕ̃∗ : A(Ỹ ) ↪→ A(Zi), for∀i
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となる。一方、O(Z) = O(
⋃
i Zi) =

⋂
iO(Zi) =

⋂
iA(Zi)なので

A(Y )
ι−→ A(Ỹ )

φ̃∗
−−→

⋂
i

A(Zi) = O(Z)

であるが、ϕ̃∗ は ϕ∗ の拡張だったから

ϕ∗ = ϕ̃∗ ◦ ι

である。ϕ̃∗ に対応するmorphismを θとおくと

ϕ = π ◦ θ

が得られる (Proposition 3.5)。
ϕ = π ◦ θ1 = π ◦ θ2とする。このとき、ϕ∗ = θ∗1 ◦ ι = θ∗2 ◦ ιとなるので、A(Y )

においては θ∗1 = θ∗2 である。よって、Frac(A(Y ))においても等しく、θ1 = θ2 と
なる。

1.3.18

(a) S(Y ) が整閉とする。FracS(Y )(mP ) = S(Y )((0)) における S(Y )(mP ) 上整
な f は

fn +

n∑
i=1

g
(i)
(mP )f

n−i = 0

を満たす。但し deg f = 0, g
(i)
(mP ) ∈ S(Y )(mP )である。g(i)(mP )の共通分母を a 6∈ mP

として an をかけると、

hn +

n∑
i=1

g(i)hn−i = 0

が得られる。ここで g(i) ∈ S(Y ), h = af ∈ FracS(Y ) である。仮定から S(Y )
は整閉なので h = af ∈ S(Y )、よって f ∈ S(Y )mP

となる。deg f = 0なので
f ∈ S(Y )(mP ) となるから、OP = S(Y )(mP ) は整閉である。

(b) Y を (x, y, z, w) = (t4, t3u, tu3, u4), t, u ∈ k で与えると、I(Y ) = (y4 −
x3w, xw − yz) である。

Y において t, uのいずれかは非零なので u 6= 0とする。このとき Y4 = Y ∩
U4 = {(t4, t3, t); t ∈ k}は affineである。Proposition 3.17(d)から Y4 の normal
性をいうには A(Y4) の整閉性を言えばよい。I(Y4) = (x − z4, y − z3) なので、
A(Y4) = k[x, y, z]/I(Y4) = k[z]となる。k[z]は整閉なので Y4 は normalである。
同様に Y1 も normalになるので、Y は normalである。
一方 S(Y )は整閉ではない。実際、f := z2/w ∈ FracS(Y )は f2 − xw = 0を

満たすので、f は S(Y )上整だが、f : 6∈ z2/w ∈ S(Y )である。
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(c) ρを次のように定義する。

ρ : P1 → Y, (t, u) 7→ (t4, t3u, tu3, u4)

容易にわかるように ρは全単射である。
Y4 = Y ∩ U4 = {(t4, t3, t); t ∈ k}は affineとみなせるので、

(x ◦ ρ)(t, u) = t4, (y ◦ ρ)(t, u) = t3, (z ◦ ρ)(t, u) = t

はいずれもP1の regular関数となる。Y1 = Y ∩U1についても同様なので、ρは
morphismである。
一方ρ−1 : (x, y, z, w) 7→ (x, y)は明らかにmorphismなので、ρは isomorphism

である。

1.3.19

(a) まず、ϕ : An → Anがmorphismである条件はϕ = (ϕ1, ϕ2, · · · , ϕn)と書け
て各ϕiが多項式となることに注意する。実際、⇐は明らかだし、⇒はProposition
3.6からϕ = (ϕ1, ϕ2, · · · , ϕn)と書けて各ϕiはA(An) = k[x1, x2, · · · , xn]に属す。
さて、ρ : An → An を別な morphism とし、ρ = (ρ1, ρ2, · · · , ρn), ρi ∈

k[y1, y2, · · · , yn]とする。このとき、合成関数

ρ ◦ ϕ = (ρ1(ϕ1, ϕ2, · · · , ϕn), ρ2(ϕ1, ϕ2, · · · , ϕn), · · · , ρn(ϕ1, ϕ2, · · · , ϕn))

の偏微分を取ると
∂ρk
∂xi

=
∑
j

∂ρk
∂yj

∣∣∣∣
y=φ(x)

∂ϕj
∂xi

となる。これを行列の形に書いて行列式を取ると

J(ρ ◦ ϕ) = J(ρ)|y=φ(x) J(ϕ)

を得る。
いま ϕが isomorphimなので、ρ = ϕ−1とすると ρ◦ϕ = idとなる。J(id) = 1

なので、上式から J(ρ)|y=φ(x) J(ϕ) = 1を得る。J(ϕ)は多項式であるが、k は
代数閉体なので、もし J(ϕ)が非零定数でなければ J(ϕ) = 0を満たす解が存在す
る。この解を J(ρ)|y=φ(x) J(ϕ) = 1に代入すると矛盾する。よって、J(ϕ)は非
零定数である。

(b) n = 1のときは逆も成り立つ。ϕ,ϕ−1 とも一次関数になるからである。

1.3.20

(a) P 付近の議論なので Y は (quasi-) affine varietyとしてよい。
高さ 1の任意の prime idealを qとすると、ht(mP ) ≥ 2より q 6= mP なので、

Z(q)−P 6= ∅である。Q ∈ Z(q)−P とすると、Q ∈ Z(q)から q ⊆ mQ、ゆえに
A(Y )q ⊇ A(Y )mQ

となる。
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f は Qで regularだから f ∈ OQ ≈ A(Y )mQ
⊆ A(Y )q となり、

f ∈
⋂

ht(q)=1

A(Y )q ⊆
⋂

ht(q)=1,q⊆mP

A(Y )q =
⋂

ht(q)=1,q⊆mP

(A(Y )mP
)qe =

⋂
ht(q′)=1

(A(Y )mP
)q′

が得られる。ここで、最初の等号は q ⊆ mP から (A(Y )mP
)q = A(Y )q より成立

し、2番目の等号は次の理由による: q ⊆ mP のときに拡大 ideal qe が A(Y )mP

で prime idealになり、逆にA(Y )mP
の prime idealは q ⊆ mP を満たすA(Y )の

prime ideal qの拡大 ideal qeに限る ([1] Proposition 3.11, i), iv))。さらにこの場
合 ht(qe) = ht(q)が成立する。
仮定から OP ≈ A(Y )mP

は整閉であり、A = k[x1, x2, · · · , xn]はネーターな
ので A(Y )mP

もネーターであるから、II.6.3A(p.132)を用いれば上式は A(Y )mP

に等しくなり
f ∈ A(Y )mP

= OP

が得られる。従って f は P でも regularとなり、結局 Y 全体で regularとなる。

(b) Y = A1 = k, P = 0とおく。Exercise 3.17(d)より Y は normalなので、P
は normal pointである。f = 1/xは P 以外で regularだが P で regularではない。

1.3.21

(a) A1 は体 k における加算 µに関して群をなしている。tを Y := A1 の座標
関数とすると、t ◦ µは (t ◦ µ)(x, y) = x + y を満たすので A2 上で regular関数
である。よって、Proposition 3.6より µはmorphismである。逆元演算も同様に
morphismである。従ってGa は additve group varietyとなる。

(b) Y = A1 − (0) は体 k における積 µ に関して群をなしている。t を Y の
座標関数とすると、(t ◦ µ)(x, y) = xy から t ◦ µ は Y 2 上で regular 関数とな
り、µはmorphismである。逆元演算も同様にmorphismである。従ってGmは
multiplicative group varietyとなる。

(c) α, β ∈ Hom(X,G)のとき、次の µ∗(α× β)は

µ∗(α× β) : X
(α×β)−−−−→ Y × Y

µ−→ Y, x 7→ µ(α(x), β(x))

morphismである。なぜなら、仮定から µは morphimであり、Exercise3.15(c),
同 3.16(c)から (α× β)もmorphismだからである。なお、quasi-affine Y はある
quasi-projectiveと同型なので、やはり証明できている。

α−1(x) := α(x)−1とすると、逆元操作がmorphismなので、α−1もmorphism
であり、定数関数 1は単位元だから、Hom(X,G)は群をなす。

(d) ϕ ∈ Hom(X,Ga)とすると Proposition 3.6から y ◦ ϕ = ϕ ∈ O(X)である
(yは座標関数)。
逆に f ∈ O(X)とする。f : X → kだが、f : X → Ga と見られる。y ◦ f =

f ∈ O(X)より f はmorphismであり、f ∈ Hom(X,Ga)となる。
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(e) ϕ ∈ Hom(X,Gm)とすると y ◦ϕ = ϕ ∈ O(X)である。また、Hom(X,Gm)
は群なので、ϕの逆元が存在し、同様に O(X)に属すので、ϕは unitである。
逆に f を O(X)の unitとする。(d)と同様に y ◦ f = f ∈ O(X)となるから

f はmorphismである。f はO(X)の unitなので f−1が存在し、(f ◦ f−1)(x) =
f(x) · f(x)−1 = 1を満たすので、f(X) 63 0である。よって、f ∈ Hom(X,Gm)
である。
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