
1 Varieties

1.2 Projective Varieties

1.2.1

斉次 ideal を aとし、斉次多項式 f ∈ IZ(a)とする。これは f(P ) = 0,∀P ∈
Z(a)を意味するが、An+1 に置き換えると、f(P ′) = 0,∀P ′(6= 0) ∈ Z ′(a)とな
る。ここで Z ′, I ′ は affineにおける Z, I のことである。

aは斉次 idealなので Z ′(a) 3 0であるが、f も斉次多項式なので、f(P ′) =
0,∀P ′ ∈ Z ′(a)、すなわち f ∈ I ′Z ′(a)となる。
すると零点定理から f ∈ I ′Z ′(a) =

√
aであり、ある整数 q > 0に対して fq ∈ a

となる。

1.2.2

(i)→(ii) An+1 においては Z ′, I ′ のように「’」をつけて記す。
Z(a) = ∅ ⇔ Z ′(a) = ∅ or 0
・Z ′(a) = ∅ ⇔ a = S ⇔

√
a = S

・Z ′(a) = 0 ⇔
√
a = I ′Z ′(a) = I ′(0) = (x0, x1, · · · , xn) = S+

(ii)→(iii)
√
aは S か S+ である。

・
√
a 3 1 ⇒ a = S ⇒ a ⊇ Sd,∀d > 0

・
√
a = S+ ⇒

√
a ⊇ S1 ⇒ xi ∈

√
a,∀i⇒ xki

i ∈ a,∃ki > 0 ⇒ xki ∈ a,∃k > 0 こ
のとき (k− 1)n+ k次の単項式においては、ある xiの次数は k以上となるので、
a ⊇ S(k−1)n+k である。

(iii)→(i) a ⊇ Sd,∃d > 0とすると、Z(a) ⊆ Z(Sd) ⊆ Z((xdi )0≤i≤n) = ∅

1.2.3

(a), (b), (c)は明らかである。

(d) f ∈ IZ(a)とする。Z(a) 6= ∅より f ∈ k − {0}ではあり得ないが、f = 0
なら f ∈

√
aである。deg f > 0なら Exercise2.1より f ∈

√
aである。

逆に f ∈
√
a ⇒ f∃q ∈ a ⇒ fq(Z(a)) = 0 ⇒ f(Z(a)) = 0 ⇒ f ∈ IZ(a)

(e) まず、Y ⊆ ZI(Y )なので Y ⊆ ZI(Y )である。
次に Y = Z(∃a) とすると Z(a) = Y ⊇ Y より IZ(a) ⊆ I(Y ) となるが、

a ⊆ IZ(a)なので、a ⊆ I(Y )から Y = Z(a) ⊇ ZI(Y )を得る。

1.2.4

(a) Y 6= ∅ を閉集合とすると Y = Z(a) となる S の斉次 ideal a が存在し、√
a 6= S, S+を満たす (Exercise2.2)。すると Exercise2.3(d)より I(Y ) = IZ(a) =√
a( 6= S, S+) となり、これは斉次根基 ideal である。Y = ∅ とすると I(Y ) =

I(∅) = S =
√
S も斉次根基 idealである。逆に Z(a)は閉集合である。
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従って、Aを Pn の閉集合の集合、Bを S の S+ 以外の斉次根基 idealの集
合とすると、I : A → B, Z : B → Aとみなせる。このとき IZ(a) =

√
a = aよ

り IZ = idB、ZI(Y ) = Y = Y より ZI = idA であり、I あるいは Z は A,B間
の 1対 1対応を与える。また Exercise2.3(a), (b)からこれらの対応は inclusion
reversingである。

(b) Y = Z(a)が既約閉集合、a = I(Y ) 6= S+を斉次根基 idealとする。すると

fg ∈ I(Y ) ⇔ Y ⊆ Z(fg) = Z(f) ∪ Z(g) ⇒ Y ⊆ Z(f) or Z(g) ⇔ f or g ∈ I(Y )

より I(Y )は prime idealである。
逆に a = I(Y )が primel idealのとき、Y = Y1 ∪ Y2, Yi = Z(ai)とすると、

a = I(Y ) = I(Y1∪Y2) = I(Y1)∩I(Y2) ⇒ a = I(Y1) or I(Y2) ⇒ Y = Z(a) = Y1 or Y2

より、Y は既約である。なお、ここで最初の⇒は Proposition1.11(ii)[1]による。

(c) Pn = Z(0)から (0) 6= S+は prime idealなので、(b)よりPnは既約である。

1.2.5

(a) Y1 ⊇ Y2 ⊇ · · · を Pn の閉集合降鎖列とすると、これに対応して S の ideal
昇鎖列 I(Y1) ⊆ I(Y2) ⊆ · · · が得られる。S はネーター環なので昇鎖律が成立す
るため、ある nが存在して I(Yn) = I(Yn+1) = · · · となる。すると ZI(Yi) = Yi
より Yn = Yn+1 = · · · が得られるので、Pn はネーター空間である。

(b) Proposition1.5による。

1.2.6

Y =
∪

Yi ̸=∅ Yi, Yi = Y ∩ Ui において、Yi は、Y が既約だから既約であり、
Y a
i = φi(Yi)はAn における affine varietyとみなせる。さて、
ρ : A = k[y1, y2, · · · , yn] → S(xi)

f(y1, y2, · · · , yn) 7→ f(x0/xi, x1/xi, · · · , xi−1/xi, 1, xi+1/xi, · · · , xn/xi)
とすると ρは環の同型写像である。
このとき

f ∈ I(Y a
i ) ⇔ 0 = f(Y a

i ) = (f◦φi)(Yi) = (ρ◦f)(Yi) ⇔ ρ◦f ∈ IS(xi)
(Yi) = IS(Yi)(xi)

から、ρ(IA(Y a
i )) = IS(Yi)(xi)が成立する。さらに、既約 Y における開集合 Yiは

稠密だから f ∈ IS(Yi) ⇔ Z(f) ⊇ Yi ⇔ Z(f) ⊇ Y i = Y ⇔ f ∈ IS(Y )なので、
IS(Yi) ≈ IS(Y )となる。よって、ρ(IA(Y a

i )) = IS(Y )(xi) が得られる。
以上により、

A(Yi) ≈ S(Y )(xi)

となる (この結果は p.18の Theorem3.4の証明中にも示されている)。
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さて、この結果を用いると

FracS(Y ) = FracS(Y )xi
= (FracS(Y )(xi))(xi) ≈ (FracA(Yi))(xi)

となるが、超越次元を取ることにより dimS(Y ) = dimA(Yi)+1が得られる。この
式は、Proposition1.7から dimYi = dimA(Yi)なので、dimS(Y ) = dimYi+1と
なる。一方 Yiは Y の開集合なので、Exercise1.10(b)より dimY = supdimYi =
supdimS(Y )− 1 = dimS(Y )− 1 が得られる。

1.2.7

(a) 前問 2.6を用いると

dimPn = dimS(Pn)− 1 = dimS/(0)− 1 = dim k[x0, x1, · · · , xn]− 1 = n

となる。

(b) Y =
∪

i Yi, Yi = Y ∩Uiにおいて Yiは quasi-affineとみられるので、Propo-
sition 1.10より dimYi = dimY i である。

Yi, Y i はそれぞれ Y, Y の開集合なので、Exercise1.10(b)より

dimY = supdimYi = supdimY i = dimY

が得られる。

1.2.8

f(deg f > 0)を S の斉次既約多項式とし、Y = Z((f))とする。S が UFDな
ので (f)は斉次 prime idealである。このとき Theorem1.11Aより heightf = 1
となる。Exercise2.6より dimY = dimS(Y )− 1であるが、Theorem1.8A(b)か
ら得られる heightf + dimS/(f) = dimS を用いると

dimY = dimS(Y )− 1 = dimS/(f)− 1 = dimS − heightf − 1 = n− 1

となる。
逆に dimY = n− 1とする。Y は projective varietyなので Exercise2.4(b)よ

り I(Y )は斉次 prime idealである。すると Theorem1.8A(b)が使えて

heightf = dimS − dimS(Y ) = dimS − (dimY + 1) = 1

となる。このとき Proposition1.12Aから、I(Y )は単項 idealなので I(Y ) = (f)
とかける。I(Y )が斉次 idealだから f は既約斉次多項式である。

1.2.9

(a) Pn における I, Z などを I ′, Z ′ 等と記す。
I ′(Y

′
) = (βI(Y ))を示す。ここで φ−1

0 (Y ) = Y ′ = Y
′ ∩ U0である。また、Y :

既約⇔ Y ′: 既約、であり、I ′(Y ′) = I ′(Y
′
)が成立する。なぜなら I ′(Y ′) ⊇ I ′(Y

′
)
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は自明であり、Y ′ 6= ∅なので a := I ′(Y ′) 6= S or S+ ⇒ Z ′(a) = Z ′I ′(Y ′) =

Y
′ ⇒ I ′Z ′(a) = I ′(Y

′
) ⇒ I ′(Y ′) = a ⊆

√
a ⊆ I ′(Y

′
) だからである。よって

I ′(Y ′) = (βI(Y ))を示せばよい。
f ∈ I(Y )とすると β(f) ∈ I ′(φ−1

0 (Y ))より βI(Y ) ⊆ I ′(Y ′)である。
逆に斉次多項式 f ′ ∈ I ′(Y ′)とする。∀x ∈ Y に対して x′ = φ−1

0 (x) ∈ Y ′とお
くと f ′(x′) = 0なので、f = α(f ′), x = φ0(x

′) ∈ Y に対して f(x) = 0となり
f ∈ I(Y )が得られる。f ′ = xr0g

′, x0 6 |g′ の形をしているとき、βα(f ′) = f ′/xr0
だから f ′ = xr0β(f) ∈ (β(I(Y ))であり、I ′(Y ′) ⊆ (βI(Y ))が成立する。

(b) Exercise1.2より I(Y ) = (y − x2, z − x3), Y = {(t, t2, t3)|t ∈ k}である。
次に I ′(Y ′) = (x2− yw, xy− zw, xz− y2)を示す。ここでは Uw = P3−Z(w)

に写すこととする。I ′ = (x2 − yw, xy− zw, xz− y2)とおく。まず x2 − yw, xy−
zw, xz − y2 において x = t, y = t2, z = t3, w = 1 代入すると 0 となるので、
I ′ ⊆ I(Y ))である。

f ∈ S とすると f = f0(y, z, w) + f1(w)x mod I ′ の形にできる。これは
x2 = yw, xy = zw, xz = y2を用いて xの次数を下げ、xを含む項にある yと zを
消去すればよい。さらに y3 = z2wを適用していけば f0の yの次数を 2以下にで
きるので、結局次の形になる。

f(x, y, z, w) = a0(z, w) + a1(z, w)y + a2(z, w)y
2 + f1(w)x mod I ′

斉次多項式 f ∈ I ′(Y ′) = (βI(Y ))がこの形に表されたとすると、f(t, t2, t3, 1) = 0
だから

a0(t
3, 1) + a1(t

3, 1)t2 + a2(t
3, 1)t4 + f1(1)t = 0

となる。これは tを変数とする多項式の恒等式なので tの 1次式部分、2次式部分
から f1(1) = 0, a1(t

3, 1) = 0が得られ、次に f = a0(t
3, 1) + a2(t

3, 1)t4 = 0から
a0(t

3, 1) = 0, a2(t
3, 1) = 0となる。結局 a0(t

3, 1) = 0, a1(t
3, 1) = 0, a2(t

3, 1) =
0, f1(1) = 0となるが、f は斉次多項式なので、これらは a0(z, w) = 0, a1(z, w) =
0, a2(z, w) = 0, f1(w) = 0を意味する。従って、f = 0 mod I ′ すなわち f ∈
I ′(Y ′) = I ′(Y

′
)である。

以上から I(Y ) = (y − x2, z − x3), I ′(Y
′
) = (x2 − yw, xy − zw, xz − y2)で

ある。
さて、β(y−x2) = yw−x2, β(z−x3) = zw2 −x3であるが、(yw−x2, zw2 −

x3) ⊊ (x2 − yw, xy − zw, xz − y2)である。なぜなら xz − y2 6∈ (x2 − yw, xy −
zw, xz − y2) であることが、次のように示されるからである。もし xz − y2 =
(yw − x2)h1 + (zw2 − x3)h2 とすると、P = (0, 1, 0, 0)において左辺 6= 0だが右
辺 = 0である。

1.2.10

(a) まず C(Y ) = ZA(I(Y ))を示す。f ∈ I(Y )は斉次多項式だが、Y 6= ∅なの
で f が非零定数となることはない。従って、f(0) = 0より 0 ∈ ZA(I(Y ))である。

0 6= x ∈ θ−1(Y ) ⇔ θ(x) ∈ Y ⇔ g(θ(x)) = 0,∀g ∈ I(Y ) ⇔ 0 6= x ∈ ZA(I(Y ))

よって C(Y ) = ZA(I(Y ))となり、C(Y )は algebraic setである。
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次に IA(C(Y )) = I(Y )を示す。C(Y ) = ZA(I(Y ))から

IA(C(Y )) = IA(ZA(I(Y )) =
√
I(Y ) ⊇ I(Y )

である。逆の包含関係を導くために、f ∈ IA(C(Y ))を次数ごとに分解して f =∑
i fi,deg fi = iとする。x(6= 0) ∈ C(Y )に対して λx ∈ C(Y )だから

f(λx) =
∑
i

λifi(x) = 0

となる。∀λ ∈ kに対して成立するので、fi(x) = 0でなければならない。fi は斉
次多項式なので Pn で考えると fi(y) = 0, y = θ(x)となる。xが θ−1(Y )全体を
渡れば yも Y 全体を渡るので fi ∈ I(Y )、従って f ∈ I(Y )となる。
以上により IA(C(Y )) = I(Y )が得られる。

(b) Y : 既約⇔ I(Y ): prime ideal ⇔ IA(C(Y )): prime ideal ⇔ C(Y ): 既約

(c) まず、Y、従って C(Y )が既約閉集合のときは次の通り成立する。(a)より

dimC(Y ) = dimA(C(Y )) = dimA− heightIA(C(Y ))

= dimS − heightI(Y ) = dimS(Y ) = dimY + 1

既約閉集合でない場合の証明のために、まず Y ⊆ Y ′ ⇔ C(Y ) ⊆ C(Y ′)を
示す。(⇒)は明らかである。C(Y ) ⊆ C(Y ′)(⇔ θ−1(Y ) ⊆ θ−1(Y ′))とする。も
し y ∈ Y − Y ′ なら y ∈ Y から θ−1(y) ⊆ θ−1(Y ) ⊆ θ−1(Y ′) となる。ここで
∃x ∈ θ−1(y)とすると、x ∈ θ−1(Y ′)より y = θ(x) ∈ Y ′となり矛盾する。よって
(⇐)も成立する。このとき Y ⊊ Y ′ ⇔ C(Y ) ⊊ C(Y ′)も成り立つ。
さて Y =

∪
i Yi とすると

C(Y ) = θ−1(
∪
i

Yi) ∪ 0 =
∪
i

θ−1(Yi) ∪ 0 =
∪
i

(θ−1(Yi) ∪ 0) =
∪
i

C(Yi)

となる。(b)から Yiが既約なら C(Yi)も既約である。すでに示したことから、Yi
が極大な既約集合とすると、C(Yi)も極大な既約集合である。
次元の定義から dimY = maxi dimYi なので、最大を与える i を r とおく。

dimC(Yi) = dimYi + 1から最大の dimC(Yi)を与える iも rである。よって

dimC(Y ) = dimC(Yr) = dimYr + 1 = dimY + 1

が得られる。

1.2.11

(a) (i)→(ii) I を生成する線形多項式の中で、線形独立な最大数 tは n以下な
ので、それら線形独立な t個をとって、I = (ℓ1, ℓ2, · · · , ℓt)とおく。よって、

Y = Z(I) =
∩
i

Z(ℓi) =
∩
i

Hi
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となる。ただしHi = Z(ℓi)は hyperplaneである。
(ii)→(i) Y =

∩
iHi =

∩
i Z(ℓi) = Z(I) とする。ここで Hi に対応する

線形多項式を ℓi とすると、(a) で示したようにそれらは線形独立としてよい。
I = (ℓ1, ℓ2, · · · , ℓt)とおく。このとき、ガウスの消去法を施しても ideal I は変化
しないので、ℓi : xi + fi(xt+1, xt+2, · · · , xn)としてよい。ここで fi は線形多項
式である。すると、k[x0, x1, · · · , xn]/I ≈ k[xt+1, xt+2, · · · , xn)]は整域なので、I
は prime ideal、Y は projective varietyである。
これを利用すると I(Y ) = IZ(I) =

√
I = I = (ℓ1, ℓ2, · · · , ℓt)となる。

(b) (a)よりY はprojective varietyである。Theorem1.8A(b)からheightI(Y )+
dimS/I(Y ) = dimS が得られるので、

heightI(Y ) = dimS − dimS(Y ) = n+ 1− (r + 1) = n− r

となる。I(Y ) = (ℓ1, ℓ2, · · · , ℓt)としよう。(a)で示したように、それ自身が prime
idealなので、I(Y )は (ℓ1, ℓ2, · · · , ℓt)を含む極小 prime idealである。よって [1]
Corollary11.11から heightI(Y ) ≤ t、すなわち t ≥ n− rとなる。

(c) (a)で示したように、I(Y ) = (ℓ1, ℓ2, · · · , ℓt)において ℓ1, ℓ2, · · · , ℓt は線形
独立とできる。このとき heightI(Y ) = t となる。なぜなら (ℓ1, ℓ2, · · · , ℓi−1) ⊊
(ℓ1, ℓ2, · · · , ℓi) より height(ℓ1, ℓ2, · · · , ℓi) ≥ height(ℓ1, ℓ2, · · · , ℓi−1) + 1 なので、
height(ℓ1, ℓ2, · · · , ℓt) = heightI(Y ) ≥ tとなるからである。(b)で示したheightI(Y ) ≤
tと合わせると heightI(Y ) = n− r = tとなる。
従って、Y = Z(ℓ1, ℓ2, · · · , ℓn−r), Z = Z(ℓ′1, ℓ

′
2, · · · , ℓ′n−s) とできる。一般に

Z(I)∩Z(J) = Z(I ∪ J)なので、Y ∩Z = Z(ℓ1, ℓ2, · · · , ℓn−r, ℓ
′
1, ℓ

′
2, · · · , ℓ′n−s)で

ある。よって Y ∩ Z 6= ∅なら Y ∩ Z は linear varietyであり、(b)で示したよう
に (n− r)+ (n− s) ≥ n−dimY ∩Zなので、dimY ∩Z ≥ r+ s−nが得られる。
もし、r + s − n ≥ 0なら dimY ∩ Z ≥ 0なので、Y ∩ Z 6= ∅である。(注:

dim∅ = −1である。)

1.2.12

(a) θ : k[y0, y1, · · · , yN ] → k[x0, x1, · · · , xn], f(y0, y1, · · · , y) 7→ f(M0,M1, · · · ,MN )
は明らかに環準同型である。a = ker θとおく。

f ∈ a ⊆ k[y0, y1, · · · , yN ]を次数ごとにまとめて f = f0 + f1 + · · ·+ flとする
と、f(M0,M1, · · · ,MN ) = 0より fi(M0,M1, · · · ,MN ) = 0が得られる。よって
fi ∈ Si∩aとなり、aは斉次 idealである。環準同型定理から k[y0, y1, · · · , yN ]/a =
Imθであり、これは整域 k[x0, x1, · · · , xn]の部分環で整域だから、aは prime ideal
である。

(b) y = ρd(x),∃x ∈ Pn とすると ∀f ∈ a = ker θ に対して f(y) = fρd(x) =
(θf)(x) = 0より、Imρd ⊆ Z(a)である。

b = (b0, b1, · · · , bN ) ∈ Z(a) ⊆ PN とすると、bj 6= 0,∃j である。
Mj =

∏
i x

ki
i ,

∑
i ki = dとおくと ki 6= 0,∃iなので、それを k0 とする。ここで

j = k0k1 · · · knとかくことにする。すると、(
∏

i x
ki
i )d =

∏
i(x

d
i )

ki より ydk0···kn
−
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∏
i y

ki

0···0
i

d0···0
∈ aから bdk0···kn

=
∏

i b
ki

0···0
i

d0···0
を得る。bk0···kn = bj 6= 0だから右

辺は非零であり、k0 6= 0より bd0···0は右辺に実際に現れているから bd0···0 6= 0と
なる。
各変数の次数を比較することにより次式が成立する。

(xd0)
d−1(xk0

0 · · ·xkn
n )− (xd0)

k0(xd−1
0 x1)

k1 · · · (xd−1
0 xn)

kn = 0

よって、yd−1
d0···0yk0···kn − yk0

d0···0y
k1

(d−1)10···0 · · · y
kn

(d−1)0···01 ∈ a から

bd−1
d0···0bk0···kn − bk0

d0···0b
k1

(d−1)10···0 · · · b
kn

(d−1)0···01 = 0

が得られる。
さて a = (bd0···0, b(d−1)10···0, · · · , b(d−1)0···01) ∈ Pn とすると、bd0···0 6= 0より
ρd(a) = (· · · ,Mk0···kn , · · · )(a) = (· · · , bk0

d0···0b
k1

(d−1)10···0 · · · b
kn

(d−1)0···01, · · · )
= (· · · , bd−1

d0···0bk0···kn , · · · ) = bd−1
d0···0(· · · , bk0···kn , · · · ) ∼ (· · · , bk0···kn , · · · ) = b

が成り立つので、b ∈ Imρd となる。
以上により、Imρd = Z(a)が得られる。

(c) 全射は既に示されている。ρd(a) = ρd(b) とすると、
∏

i a
ki
i = λ

∏
i b

ki
i が∑

i ki = d を満たす全ての {ki}0≤i≤n に対して成立する。∃bi 6= 0 なので、一
般性を失うことなく b0 6= 0とする。すると、ad0 = λbd0, a

d−1
0 ai = λbd−1

0 bi より
ai = (a0/b0)bi となるので、a = bである。よって、単射でもある。
次に示すように、k[y0, y1, · · · , yN ]の任意の斉次 ideal Jに対して、ρ−1

d (Z(J)) =
Z(θ(J))が成り立つ。

a ∈ ρ−1
d (Z(J)) ⇔ ρd(a) ∈ Z(J) ⇔ f(ρd(a)) = 0,∀f ∈ J ⇔ θ(f)(a) = 0,∀f ∈ J ⇔ a ∈ Z(θ(J))

従って、ρd は連続である。
最後に ρd が閉写像であることを示すために、k[x0, x1, · · · , xn]の任意の斉次

ideal I に対して、ρd(Z(I)) = Z(θ−1(I))を証明する。
b ∈ ρd(Z(I)) ⇔ b = ρd(a),∃a ∈ Z(I)とすると、∀f ∈ θ−1(I) ⇔ θ(f) ∈ I

に対して f(b) = fρd(a) = θ(f)(a) = 0から b ∈ Z(θ−1(I))となり ρd(Z(I)) ⊆
Z(θ−1(I))が得られる。
逆に b ∈ Z(θ−1(I)) ⊆ Z(a) = Imρd とする。ここで、不等号は θ−1(I) ⊇

θ−1(0) = aから成立する。よって b = ρd(a) ∈ Z(θ−1(I))とかける。
∀g ∈ I ⊆ k[x0, x1, · · · , xn] に対して、gd は {Mj}0≤j≤N の多項式になって

いるので gd = θ(f),∃f ∈ k[y0, y1, · · · , yN ] とかける。このとき gd ∈ I なので
f ∈ θ−1(I) であり、ρd(a) ∈ Z(θ−1(I)) より g(a)d = θ(f)(a) = fρd(a) = 0
となる。従って、g(a) = 0,∀g ∈ I ⇔ a ∈ Z(I) ⇔ b ∈ ρd(Z(I))、すなわち
Z(θ−1(I)) ⊆ ρd(Z(I))が得られる。よって ρd(Z(I)) = Z(θ−1(I))が成り立ち ρd
は開写像となる。
以上により、ρd が位相同型写像であることが示された。

(d) Exercise2.9(b)より twisted cubic curveは I(Y ) = (x2−yw, y2−xz, xy−zw)
で与えられる。ここで θ(w) = x30, θ(x) = x20x1, θ(y) = x0x

2
1, θ(z) = x31 とした

とき
I(Y ) = a (= ker θ)
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となることを示す。
まず、θ(x2−yw) = (x20x1)

2−(x0x
2
1)x

3
0 = 0, θ(y2−xz) = (x0x

2
1)

2−(x20x1)x
3
1 =

0, θ(xy − zw) = (x20x1)(x0x
2
1)− x30x

3
1 = 0から I(Y ) ⊆ aである。

f ∈ a とする。これに x2 = yw, y2 = xz, xy = zw を繰り返し適用すると、
f = a(w, z) + b(w, z)x+ c(w, z)y mod I(Y )とできる。すると、θ(I(Y )) = 0と
θ(f) = 0から

θ(f) = a(x30, x
3
1) + b(x30, x

3
1)x

2
0x1 + c(x30, x

3
1)x0x

2
1 = 0

となる。ここで、x0の次数比較から a(x30, x
3
1) = 0, b(x30, x

3
1) = 0, c(x30, x

3
1) = 0が

成り立つが、これは a(w, z) = 0, b(w, z) = 0, c(w, z) = 0を意味する。よって、
f ∈ I(Y )となり、a ⊆ I(Y )が得られる。
以上から I(Y ) = a、すなわち Y = Imρ3となる。従って、twisted cubic curve

は 3-uple embeddingである。

1.2.13

Y = ρ2(P
2) ⊆ P5における 1次元閉集合 Z に対して ZA = ρ−1

2 (Z)とおくと、
Exercise2.12(c)から ZAも 1次元閉集合である。よって Exercise2.8から、ある斉
次既約多項式を用いてZA = Z(f)となるので、Z(f)は既約閉集合である。ここで
f2は {Mj}0≤j≤5の多項式になっているので f2 = θ(g),∃g ∈ k[y0, y1, · · · , y5]とか
ける。gの素因数分解を g =

∏
i giとすると f は既約多項式なので θ(g) =

∏
i θ(gi)

より f = θ(gi) or f
2 = θ(gj)のはずである。そこで改めて θ(g) = fe, e = 1 or 2

とし、f, gは既約とする。
このとき次式から Z = ρ2(Z(f)) = Z(g) ∩ Y が成立する。
b ∈ ρ2(Z(f)) ⇔ b = ρ2(a)&f(a) = 0 ⇔ g(b) = gρ2(a) = θ(g)(a) = fe(a) = 0
⇔ g(b) = 0& b = ρ2(a) ⇔ b ∈ Z(g) ∩ Y

ここで、gは既約なので Z(g)は hypersurfaceである。

1.2.14

well-defineなのは明らかなので、単射性を示す。ψ(a × b) = ψ(a′ × b′)とす
る。このとき a′0 6= 0, b′0 6= 0としてよいので、λ = (a0b0)/(a

′
0b

′
0)とおく。すると

任意の i, j に対して aibj = λa′ib
′
j が成立する。ここで、j = 0とすると a ∼ a′ が

得られ、i = 0とすると b ∼ b′ が得られるので、ψは単射である。
Imψが subvarietyであることを示すには、prime ideal aに対して Imψ = Z(a)

となれば十分である。

η : k[{zij}0≤i≤r,0≤j≤s → k[x0, x1, · · · , xr, y0, y1, · · · , ys], zij 7→ xiyj

とおく。ここで、ηは環準同型で Imηは整域の部分環なので a := ker ηは prime
idealである。このとき η(f) = fψ, ∀f ∈ k[{zij}]が成り立つ。

c ∈ Imψ ⇒ c = ψ(∃a×∃b) ⇒ f(c) = fψ(a×b) = η(f)(a×b) = 0,∀f ∈ a ⇒ c ∈ Z(a)

より Imψ ⊆ Z(a)である。
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逆に c ∈ Z(a)とする。ここで c00 6= 0としてよい。{zijzkl−zilzkj}ijkl ⊆ aより
cijckl = cilckjなので、特に cijc00 = ci0c0jである。ここで、a = (c00, c10, · · · , cr0), b =
(c00, c01, · · · , c0s)とおくと

ψ(a× b) = ({aibj}ij) = ({ci0c0j}ij) = ({c00cij}ij) = c00c ∼ c

となる。よって Z(a) ⊆ Imψであり、先の結果と合わせて Imψ = Z(a)を得る。
(補) 実は a = ({zijzkl − zilzkj}ijkl)である。

1.2.15

(a) (w, x, y, z) ∈ ψ(P1×P1)とすると (w, x, y, z) = ψ((a, b)×(c, d)) = (ac, ad, bc, bd)
とかける。このとき ad · bc− ca · bd = 0だから ψ(P1×P1) ⊆ Z(xy−zw)となる。
逆に xy − zw = 0とする。ここで w 6= 0としてよい。(a, b) = (w, y), (c, d) =

(w, x)とおくとψ((a, b)×(c, d)) = (w2, wx,wy, xy) = (w2, wx,wy, zw) = (w, x, y, z)
なので、Z(xy − zw) ⊆ ψ(P1 ×P1)となる。
従って ψ(P1 ×P1) = Z(xy − zw)である。

(b) t = (t0, t1)をパラメータとする二つの直線族を Lt : ψ(t× r),Mt : ψ(s× t)
で与える (r, sは変数である)。実際、これらは直線である。なぜなら (w, x, y, z) =
ψ(t×r)は 2平面 t0y = t1w, t0z = t1xの交線として表されるからである。ψ(s× t)
も同様である。

Lt ∩ Lu 6= ∅とする。このとき、ある t, u, r, sで ψ(t× r) = ψ(u× s)となる
から、(t0r0, t0r1, t1r0, t1r1) = (u0b0, u0b1, u1b0, u1b1)となる。すると、(t0, t1) =
(u0, u1)が得られるので、t = u、すなわち Lt = Lu となる。

Mt についても同様である。
Lt ∩Mu においては、Lt ∩Mu 3 ψ(t × u) なので Lt ∩Mu は空ではない。

Lt ∩Mu の任意の元を取ると、それは ψ(t× r) = ψ(s× u)であるが、

(t0r0, t0r1, t1r0, t1r1) = (s0u0, s0u1, s1u0, s1u1) ⇔ r = u, s = t

より ψ(t× u)となってしまうので、Lt ∩Mu は 1点から成る。

(c) Q上の曲線には他に平面 x = y との交線があり、それは放物線で閉集合で
ある。

(a)における記法を用いると x = y は ad = bc ⇔ (a, b) = (c, d)を意味する。
つまり P1 × P1 における C := {(r, r)|r ∈ P1}が ψによって対応している。とこ
ろが、P1はハウスドルフ空間ではないので、対角線集合は積位相では閉集合にな
らない ([2], 例題 1, p. 77)。従って、この意味では ψは連続とはならない。

1.2.16

(a) Q1 = Z(x2 − yw), Q2 = Z(xy − zw)に対して Q := Q1 ∩Q2 を求める。
w 6= 0 のときは Q = {(w3, w2x,wx2, x3)} ≈ {(t, t2, t3)} となる。これは

Twisted Cubic Curveである (Exercise 1.2)。
w = 0のときは x = 0となり、Q = {(0, 0, y, z)|x, y ∈ k}は直線である。
従ってQ1 ∩Q2は共通部分を持たない Twisted Cubic Curveと直線の和集合

からなり、既約でないので varietyにはならない。
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(b) C = Z(x2 − yz), L = Z(y)とすると、C ∩L = Z(x, y)は 1点 P = (0, 0, 1)
からなり、I(P ) = (x, y)となる。
一方 I(C)+I(L) = (x2−yz)+(y) = (x2−yz, y) = (x2, y)であるがx 6∈ (x2, y)

なので、I(C) + I(L) 6= I(P )である。

1.2.17

(a) Y = Z(a), a = (f1, f2, · · · , fq): 斉次 prime ideal、fi: nonconstantとする。
Sはネーター環であり、aは (f1, f2, · · · , fq)に属する極小 prime idealなので、[1],
Corollary 11.16より heighta ≤ qである。すると、Exercise 2.6から

dimY = dimS(Y )−1 = dimS/a−1 = dimS−heighta−1 ≥ n+1−q−1 = n−q

が得られる。

(b) I(Y ) = (f1, f2, · · · , fq), q = n−rとする。Y は varietyなので I(Y )は prime
idealである。
まずfiは既約多項式としてよい。なぜならfi = gi1gi2 · · · と既約因数分解したと

き、Z(f1, f2, · · · , fq) = Z(f1)∩Z(f2)∩· · ·∩Z(fq)にZ(fi) = Z(gi1)∪Z(gi2)∪· · ·
を代入して整理すると、

∪∩
i Z(giji)の形となり、Z(f1, f2, · · · , fq)が既約なので

それはある
∩

i Z(giji)に等しくなるからである。
このとき、斉次 prime ideal I(Y ) = (f1, f2, · · · , fq)において、各 fiを斉次多

項式とできることを示す。帰納法で証明する。
I(Y ) = (f1, f2, · · · , fq)において既に f1, · · · , fs−1が斉次多項式とする。それ

以外の多項式の中で最低次項の次数が一番低い次数を dとし、その次数の項を含
む I(Y )の生成元を fj として、次数 dの部分を fj とする。このとき、fj は他の
fi から生成した多項式の d次部分となる場合には、fj から、他の fi から生成し
た多項式を引くと fj から fj が消える。このようにしても I(Y )は変わらない。
これを繰り返せばある次数 d、ある j で fj は他の fi から生成した多項式の

d次部分にならないように取れる。なぜなら、(f1, f2, · · · , fq)は線形独立とでき
るので、D = maxi deg fi, ID =

∪
m≤D I(Y )m として dimk ID ≥ qなるが、もし

d→ ∞となってしまうとすると、dimk ID ≤ sとなってしまうからである。
このときの jを sとし、f = fsとする。I(Y )は斉次 idealなので f ∈ I(Y )と

かける。よって、 f =
∑

i ̸=s hifiであるが、以上示したことから、hsの定数項 as
は非零である。hs = as + h′s とする。
ここで、一般論として、f ′1 = (1+g)f1のとき (f1, f2, · · · , fm) = (f ′1, f2, · · · , fm)

を証明しておく。(⊇)は明らかである。
逆向きを示すために、斉次 ideal I = (h1, h2, · · · , hm)のとき ŜI ∩S ⊆ I を示

す。ここで S = k[x0, x1, · · · , xn]であり、Ŝ はその完備化である。
h ∈ ŜI ∩ S とすると、h =

∑
i gihi, gi ∈ Ŝ とかけるが、hi は斉次多項式と

してよいから h =
∑

i g
′
ihi,deg g

′
i = deg h − deg hi とかけるので g′i ∈ S となる。

よって h ∈ I である。
以上のことから、Ŝにおいて I := (f1, f2, · · · , fm) = ((1+g)−1f ′1, f2, · · · , fm) =

((1− g + g2 · · · )f ′1, f2, · · · , fm) ⊆ (f ′1, f2, · · · , fm) ⊆ ŜI ∩ S ⊆ I が成立する。
このとき、I(Y ) = (f1, f2, · · · , fs, · · · , fq) = (f1, f2, · · · , (as+h′s)fs, · · · , fq) =

(f1, f2, · · · , hsfs, · · · , fq) = (f1, f2, · · · ,
∑

i hifi, · · · , fq) = (f1, f2, · · · , f, · · · , fq)
が得られる。
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以上により、I(Y ) = (f1, f2, · · · , fq)において、各 fiは既約斉次多項式とでき
ることが示された。
従って Y = ZI(Y ) =

∩
i Z(fi) となり、Z(fi) が hypersurface なので、Y

は set-theoretic complete intersection である。(Y は既約、すなわち projective
varietyとした。)

(c) P3 における twisted cubic curve Y の座標環は Exercise 2.9(b)で示したよ
うに

I(Y ) = (x2 − yw, xy − zw, xz − y2)

で与えられる。これは既約である。なぜなら、この Y は Exercise 2.9(b)におけ
る Y であり、Y はA3において既約なので (Exercise 1.2)、Exercise 2.9(a)によっ
てこの Y も既約となるからである。

x2 − yw, xy − zw, xz − y2は I(Y )2において線形独立なので、I(Y )は 2元で
は生成できない。

J := (x2−yw, y3−2xyz+wz2)に対して J ⊆ I(Y ) ⊆
√
J が成立する。実際、

y3−2xyz+wz2 = y(y2−xz)− z(xy− zw)より J ⊆ I(Y )であり、(xy− zw)2 =
y2(x2−wy)+w(y3−2xyz+wz2), (xz−y2)2 = z2(x2−wy)+y(y3−2xyz+wz2)
より I(Y ) ⊆

√
J ある。よって、J ⊆ I(Y ) ⊆

√
J = IZ(J)となる。最後の等号は

Exercise 2.2と Exercise 2.3(d)による。
このとき Z(J) ⊇ ZI(Y ) = Y ⊇ ZIZ(J) = Z(J) なので Y = Z(J) =

Z(x2 − yw) ∩ Z(y3 − 2xyz + wz2) である。ここで、H1 = Z(x2 − yw),H2 =
Z(y3 − 2xyz + wz2)とすれば、それぞれ次数 2, 3の hypersurfaceであり、Y =
H1 ∩H2 となる。n− r = 2なので、Y は set-theoretic complete intersectionで
ある。しかし、strict complete intersectionではない。
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